· Sistem Ax=b je neprotisloven natanko takrat, kadar je rang A = rang [ A | b]
· [ A | b] - razširjena matrika . Matriki A smo dodali stolpec b.

· rešitev sistema je ena sama, če je rang A = dim A
· če rang A = dim A je matrika obrnljiva
DUALNI PROSTOR IN DUALNA PRESLIKAVA V*

· V* = L(V,U) d. pr. Je prostor linearnih preslikav iz V na O.

· D.pr. je izomorfen prostoru matrike oblike O1,n  (ena vrstica in n stolpcev)

· Dim V = dim V*

· Element iz V* imenujemo linearen funkcional in slika v obseg

· Dualna preslikava deluje na dualnih prostorih obratno kot preslikava A

· Dualna preslikava je linearna
· IZREK: Naj preslikavi A iz L(V,U) glede na bazi V={v1…vn} in U={u1,…,un} pripada matrika A dimenzije m*n , preslikavi Ad iz L(U*,V*) pa glede na bazi V*={(1,… (n} in U*={(1,…, (n} pripada matrika B dimenzija n*m. Potem je B = AT 

ZAMENJAVA BAZE IN EKVIVALENTNOST MATRIK

· A,B in Om,n  . B je ekvivalentna A, kadar obstajata taki obrnljivi matriki P in Q, da je B = Q-1AP

· matriki sta ekvivalentni natanko takrat, kadar imata enak rang. 

PODOBNOST

· Matriki A in B sta podobni, če obstaja taka kvadratna obrnljiva matrika P, da je B = P-1AP (vse matrike morajo biti kvadratne in iste dimenzije).

DIAGONALIZACIJA

· A iz L¨(V) se da diagonalizirati, kadar obstaja taka baza V¨ = {v1,…vn} prostora V, da je matrika A, ki pripada prostoru A glede na V diagonalna. 

· Matrika A se da diagonalizirati, kadar je A podobna diagonalni matriki.

· Vektor v iz V je lastni vektor endomorfizma A¨, kadar je v(0 in obstaja tak skalar λ(O¨ da je A¨v = λ   skalar λ pri tem imenujemo lastna vrednost endomorfizma A¨. 

· λ iz O¨je lastna vrednost endomorfizma A¨, kadar obstaja tak v iz V brez 0, da je A¨v = λv

· A¨iz L¨(V) se da diagonalizirati natanko takrat, kadar v V obstaja baza sestavljena iz lastnih vektorjev endomorfizma A¨. Pripadajoče lastne vrednosti so (v istem vrstnem redu kot vektorji baze) diagonalni elementi matrike, ki pripada A¨. 

· Če ima endomorfizem A¨iz L¨(V) n različnih lastnih vrednosti, kjer je n = dim V, se da A¨diagonalizirati. 

· λ iz O¨je lastna vrednost endomorfizma A¨natanko takrat, ko je ker (A¨- λI) ( {0}
· če je ? lastna vrednost ( A¨ - λI ni bijektivna
· λ je lastna vrednost matrike A natanko takrat, kadar A - λI ni obrnljiva.

DETERMINANTE

· Det A = det AT 

· Lastnosti: determinanta je 

· ?linearen antisimetričen funkcional. 

· ?multiplikativnost det (AB) = (detA)(detB)

· ?determinanto lahko razvijemo po stolpcu ali po vrstici. 

· ?AĂT = (det A) I   Ă - prirejenka matrike A

            ĂTA = (det A) I

· če v determinanti zamenjamo dva stolpca, se spremeni predznak

· če izbrani vrstici prištejemo linearno kombinacijo ostalih vrstic, se determinanta ne spremeni. 

· ?det A-1 = (det A)-1
· Matrika je obrnljiva natanko takrat, ko je njena determinanta različna od 0.

· Vsi stolpci matrike A (in vrstice) so linearno neodvisne natanko takrat, kadar je njena determinanta različna od 0.

· λ iz O¨je lastna vrednost matrike A natanko takrat, kadar je det (A - λI) = 0

· determinanta zgornje trikotne matrike: zmnožimo diagonalne elemente

· determinanta bločno (zgornje) trikotne matrike: 
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 det A = det B * det C

· B je podmatrika matrike A, če elementi matrike B ležijo na križišču izbranih p-vrstic in q-stolpev matrike A

· [image: image28.png]!
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Prirejenka: členi so poddeterminante matrike. 

· Minor reda k matrike A je determinanta podmatrike matrike A dimenzije k*k

· Največji red neničelnega minorja matrike A je enak rangu te matrike.

· Za katerikoli matriki, ki pripadata endomorfizmu A¨sta njuni determinanti enaki.  => det A¨= det A

KARAKTERISTIČNI POLINOM

· ΔA(λ) = det (A - λI)

· ΔA(λ) je polinom, saj, θe izberemo iz vsakega stolpca en element lahko dobimo polinom. Polinom je takšne stopnje, kot je matrika reda. 

· Velja: ΔA¨(λ) = ΔA(λ) A je karakteristiθna matrika ki pripada endomorfizmu A¨glede na bazo A.

· Ničle karakterističnega polinoma so lastne vrednosti matrike A

· Spekter matrike A: sp(A) = {λ1, λ2, … λn} = б(A) je mnoћica vseh lastnih vrednosti matrike A.

· ΔA(A) = 0

· MATRIČNI POLINOM

· Za vsak matrični polinom p(?) = Ao + A1 λ + A2 λ2 + … + Am λm  obstaja tak matrični polinom q(?) = Bo + B1 λ + B2 λ2 + … + Bm-1 λm-1 , da je p(λ) = q(λ)(A - I λ) + R. R = p(a) in polinom q (λ) je enoliθno določen

· Matrični polinom p(?) = Ao + A1 λ + A2 λ2 + … + Am λm je deljiv z desne s polinomom A-Iλ natanko takrat, ko je p(A) = 0. V tem primeru je A niθla polinoma. 

· Hamilton Coyeleyev izrek: Matrika je ničla svojega karakterističnega polinoma. 

· Polinom m(λ) = bo+b1λ+…+bkλk je minimalni polinom matrike A kadar je neničelen, bk=1, m(A)=0 in za noben neničelen polinom p(?)stopnje manjše od k, ne velja p(A)=0.

· Minimalni polinom obstaja in je en sam (enolično določen)

· m(λ) je minimalni polinom, kadar je polinom najnižje stopnje z vodilnim koeficientom 1, da je m(A)=0. 

· Če je A ničla polinoma p(?), je p(λ) deljiv z minimalnim polinomom mA(λ) matrike A.

· Karakteristični polinom matrike je deljiv z minimalnim polinomom te iste matrike. 

· Podobni matriki imata isti minimalni polinom.

· mA(λ) - minimalni polinom endomorfizma A¨je minimalni polinom katerekoli matrike, ki pripada endomorfizmu A¨(take matrike so namreč med seboj podobne).

· A je matrika s kompleksnimi elementi. Potem imata karakteristični in minimalni polinom iste ničle.

LASTNE VREDNOSTI IN LASTNI VEKTORJI

Ax = λx, x ( 0 => x je lasten vektor za lastno vrednost λ

λ je lastna vrednost matrike A, če je det(A-λI) = 0 

σ(A) - spekter preslikave A¨- množica lastnih vrednosti

podobni matriki imata isti spekter. Imata tudi enak karakteristični polinom

λ je lastna vrednost preslikave A¨je enako, kot reči λ je lastna vrednost matrike A.

A je mogoče diagonalizirati ( obstaja baza iz lastnih vektorjev.

Cx = 0 : dim {rešitev} = n - rang C

(P-1)T PT =  (PP-1)T 
(P B P-1)i = P Bi P-1  
p(x) = 
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MINIMALNI POLINOM MATRIKE

mA(x)  - minimalni polinom, če: vodilni koeficient je 1, mA(A) = 0 , [p(A) = 0 in stp < stmA => p = 0] ali [p(A) = 0 => mA | p ]

matrika A se diagonalizira natanko takrat, ko ima minimalni polinom same enostavne ničle, ki leživo v O¨

Če imamo polinom, ki uniči našo matriko, je ta polinom deljiv z minimalnim polinomom. 

VAJE

(AB)T=BTAT  
det (AB) = detA det B

(detA)k = detAk 
det (cBn*n) = cn detB

det A-1 = (det A)-1 
Sistem ima natanko eno rešitev natanko tedaj, ko je detA ( 0

dim kerA + dim im A = dim V 0

splošen zasuk za kot  
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Van der mondova determinanta: 
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_________________
injektivnost: f(x)(f(y) ( x(y

A je obrnljiva = A je bijekcija

A je obrnljiva (A surj. ali A inj. ali ker A={0} ali rang A=dimV

Izrek: Naj preslikavi A(L(V,U) pripada matrika A(Om,n, preslikavi Ad(L(U*, V*) pa matrika B(On,m. Potem je B=AT.

B je ekvivalentna ( (P,Q obrnljivi: B=Q-AP ali rang(A)=rang(B)

sled je lin. preslikava, sl(AB)=sl(BA), sl(AB)(sl(A)sl(B)

(=l. vrednost (A-(I ni bij. ali A-(I ni obrnljiva

detA=detAT

AAT= ATA(detA)I  (A – prirejenka matrike A; členi so poddeterminante

minor reda k matrike A je determinanta podmatrike (matrike A) dimezije k(k

Trditev: ( matrični polinom p(()=A0+A1(+…+An(n ( tak matični pol. 

q(()=B0+B1(1+…+Bn-1(n-1, da je p(()=q(()(A-(I)+R   R(On,m
velja R=p(A) in pol. q(() je enolično določen

Posledica: matrični polinom p(()=A0+A1(+…+An(n je z desne deljiv s polinomom A-I( ( p(A)=0 (A je ničla polinoma p(()

Definicija: polinom mA(() =b0+b1(+…+bn(n je minimalni polinom matrike A, kadar je neničeln, bn=1, m(A)=0 in za noben neničeln polinom p(() stopnje manjše od k ne velja p(A)=0

Trditev: če je A ničla polinoma p((), je p(() deljiv z mA(()

Trditev: A(Cn,n potem imata (A(() in mA(() iste ničle.

HOMOMORFIZEM VEKTORSKIH PROSTOROV = LINEARNA PRESLIKAVA

V,U vektorska prostora   A: V(U

A je homomorfizem vektorskih prostorov, če velja:

· A(x+y) =  Ax + Ay  (x,y(V)  
- aditivnost

· A(ax) = a Ax  (a(O,x(V) 
- množenje s skalarjem, homogenost

IMAGE PRESLIKAVE

Im A = (Ax : x(V(
Je vektorski podprostor prostora U

· zaprtost za seštevanje


Ax, Ay ( imA


Ax + Ay = A(x+y) ( im A

· zaprtost za množenje s skalarjem


Ax ( im A a(O

aAx = A (ax) ( im A

JEDRO PRESLIKAVE

Ker A = (x( A : Ax = 0(
Vektorski podprostor prostora (domene) V

· zaprtost za seštevanje

Ax,Ay ( ker A (=0)

Ax + Ay = A(x+y) = 0 ( ker A

Linearna preslikava je injektivna, če je Ker A = (0( (kadar je jedro trivialno)

Linearna preslikava ohranja linearna kombinacije

A je IZOMORFIZEM vektorskih prostorov, kadar je A bijekcija in sta A in A -1 linearni preslikavi (torej homomorfizma) = A je izomorfizem natanko takrat, kadar je A linearna in bijektivna preslikava 



Prostora V in U sta izomorfna, kadar obstaja izomorfizem A: V(U

Če je A linearna preslikava , sta V/ker A in Im A izomorfna

PROSTORI LINEARNIH PRESLIKAV

Dve linearni preslikavi seštevamo in množimo s skalarjem po točkah

(A+B)x = Ax + Bx, (aA)x = a (Ax)

lastnosti:
 

distributivnost (A + B)C = AC + BC

komutativnost AB = BA

(cA)B = A(cB)

Algebra:

Lastnosti (pogoji): A je algebra nad O, če:

(A,+) in množenje s skalarjem je vektorski prostor nad O

(A, +, () je kolobar

c(a,b) = (ca)b = a(cb)  (a,b(A , c(O)

seštevanje in množenje s skalarjem : po točkah

(fg)(x) = f(x) g(x)

(f + g) (x) = f(x) + g(x)

KONČNO RAZSEŽNI VEKTORSKI PROSTORI

Ogrodje vektorskega prostora


 M je ogrodje V, če je podmnožica V in če je linearna ogrinjača množice M enaka V = vsak v(V je linearna kombinacija elementov iz M

V je končno razsežen, če v njem obstaja kakšno končno ogrodje

Vsak vektorski prostor im ogrodje



V končnih vektorskih prostorih je končno mnogo ogrodij

Če je v linearna kombijacija elementov iz M\(v( potem je tudi M\(v( ogrodje prostora V


Najmanjše ogrodje je, če noben vektor v ogrodju ni linearna kombinacija drugih vektorjev iz ogrodja




vektorji so linearno neodvisni, če: 

(1v1 + (2v2 + … + (nvn = 0 velja natanko takrat, ko (1 = (2 = … = (n = 0

če so v1, v2, …, vk neničelni linearno odvisni vektorji, obstaja tak j > 1, da je bj, linearna kombinacija vektorjev v1 … vj-1, 
BAZA VEKTORSKEGA PROSTORA

( v1, v2, …, vk ( je baza vektorskega prostora V, kadar je linearno neodvisna in hkrati ogrodje prostora V


Vsak nevtralen, končno razsežen vektorski prostor ima bazo

Vse baze končno razsežnega, netrivijalnega vektorskega prostora imajo enako število elementov(končno mnogo). To število imenujemo razsežnost (dimenzija) prostora(dim V)

dimenzija trivialnega prostora je 0

vsak prostor, ki ima razsežnost n, je izomorfen On
vsako linearno neodvisno podmnožico končno razsežnega vektorskega prostora lahko dopolnimo do baze tega prostora

če je dim V =n in je množica v1, v2, …, vk linearno neodvisna, potem je tudi  baza prostora V

---------------------

VEKTORSKI PROSTOR R3
Seštevanje po komponentah:

(u,v,w) + (x,y,z) =&(u+x, v+y, w+z)

Množenje s skalarjem


a (x,y,z) = (ax, ay, az)

Vsak vektor lahko izrazimo s tremi nekomplanarnimi vektorji
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Dolžina vektorja
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Razdalja med točkama
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A(x,y,z), B(u,v,w)

Skalarni produkt
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lastnosti: 
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Vektorski produkt
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dolžina je enaka ploščini parlelograma

lastnosti
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izračun:
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Skalarni in vektroski produkt:
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Mešani produkt:
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če (a,b,c) = 0 ….. so a,b,c linearno odvisni

Volumen paralelepipeda

Dvojni vektorski produkt
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ENAČBA PREMICE IN RAVNINE V PROSTORU



Vektorska oblika premice:

r = r0 + te   e – smerni vektor


r=(x,y,z) – do točke na premici

še ena oblika enačbe premice
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premica s smernim vektorjem a in točko 
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parametrična oblika premice:

x = x0 + ta, y = y0 + tb, e = (a,b,c)

z = z0 + tc

oblika brez parametra:
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  r0 = (x0, y0, z0)

e = (a,b,c)    r = (x,y,z) 

Vektorska oblika ravnine:

(r - r0) n = 0  

Oblika po komponentah

a (x – x0 ) + b (y – y0 ) + c ( z – z0 )


(a,b,c) – normala, (x0, y0, z0) – točka

Oblika za računanje:

ax + by + cz + d

d = -ax0 – by0 - cz0

RAZDALJE V RAVNINI IN PROSTORU

Oddaljenost točke od premice:






Oddaljenost točke od ravnine



 ali


Oddaljenost premice od premice




Enačba ravnine skozi tri točke




ri = (xi , yi , zi ) – točke

polprostor nad ravnino :


polprostor pod ravnino:


prostor:



PRESLIKAVE

Surjektivna:Dva različna elementa se lahko slikata v isto sliko Vsak element iz A ima natanko eno sliko

Vsak element iz B je slika vsaj enega elementa iz A

Injektivna: Dva elementa imata vedno različni sliki Ni treba, da porabimo celotno množico B

Bijektivna: Vsak element iz A ima natanko eno sliko v B. Porabimo ves A in ves B

Identiteta:
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Inverzne preslikave

Samo pri bijektivnih funkcijah

RELACIJE

Refleksivnost:

x R x  
za vsak x (A

Simetričnost:

x R y ( x R y   za vsak  x,y (A

Antisimetričnost:

x R y in y R x ( x = y
za vsak x,y (A

Tranzitivnost:

x R y in y R z  ( x R z
za vsak x,y,z (A

EKVIVALENČNA RELACIJA:

Refleksivna  Simetrična Tranzitivna

RELACIJA DELNE UREJENOSTI:

Refleksivna Antisimetrična Tranzitivna

EKVIVALENČNI RAZREDI
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Lastnosti: (imamo (a(, (b( in c ( ((a(((b()

· c ~ a, c ~ b

· a ~ c (zaradi simetričnosti)

· a ~ b (zaradi tranzitivnosti)

· b ( (a(
· če b (  (a(, se (a( in  (b( ne sekata

· če b (  (a( (  (a( =  (b(
· unija ekvivalenčnih razredov pokrije vso množico A

KVOCIENTNA MNOŽICA

Množica vseh ekvivalenčnih razredov (ekv. Razredi so njeni elementi)

A/~ = ( (a(  : a(A(
GRUPE

(G,() je grupa, če:


· (x ( y) ( z = x ( (y ( z)               asociativnost => polgrupa
· v G obstaja e, da je x ( e = e ( x = x   nevtralni element - enota
· za vsak x e G obstaja y e G, da je

x ( y = y ( x = e

  inverzni element
monoid = polgrupa z enoto

HOMOMORFIZEM GRUP

Preslikava f je homomorfizem, če velja: 

f ( x ( y ) = f (x) ( f (y)

IZOMORFIZEM GRUP

Preslikava f je izomorfizem, kadar je f bijekcija in sta tako f, kot f -1 homomorfizma. 

Če je f izomorfizem, je tudi f -1  izomorfizem

· Bijektivni homomorfizem je izomorfizem

IMAGE – zaloga vrednosti pri homomorfizmih

Sf (G1) = im f = (f (x) : x(G1 (
IM F JE PODGRUPA GRUPE G2 


· Zaprtost za komponiranje


f(a) ( f(b) = f (a ( b) ( im f

· Zaprtost za invertiranje

 f -1 (a) = f (a-1 ) ( im f

JEDRO HOMOMORFIZMA


Ker f  = ( x(G1 : f (x) = e1(
· Vsi členi, ki se preslikajo v enoto
· Kadar je jedro trivialno je homomorfizem injektiven in obratno
· KER F JE PODGRUPA GRUPE G2
· Zaprtost za komponiranje

(a) ( f(b) = f (a ( b) ( ker f
· Zaprtost za invertiranje

f-1 (a) = f (a-1 ) ( Ker f

KVOCIENTNA GRUPA ABELOVE GRUPE
Abelova grupa je vsaka grupa, ki je komutativna

( G , + )  - 

· x + y = y + x

· ''0'' je enota

· ''-x'' je inverzni element elementa x

· x + x + … + x = nx

· m x = (-m) (-x)

· 0 x = 0

pravila:  (m, n ( Z        y,x(G)

· m x + n x = (m + n ) x

· (m n) x = x (nx)

· m (x + y) = mx + my

Ableova grupa je ekvivalenčna

KVOCIENTNA MNOŽICA:   
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Komutativnost: ab=ba

Asociativnost : ( a b ) c = a ( b c )

X = t + 1 
=> (1,2,-1)  – točka

Y = 3t + 2
=> (1,3,2)  - enotski vektor 

Z = 2t - 1

KOLOBAR IN OBSEG
Kolobar je Abelova grupa (K,+) v kateri je opredeljena še operacija množenja, tako da je (K,() polgrupa in veljata distributivnostna zakona (x+y)z = xz + yz

z(x+y) zx + zy

K je kolobar z enoto, kadar je  ( K,( ) polgrupa z enoto

Velja: a ( 0 = 0 ( a = 0

· če a ( b = 0 in a,b ( 0 sta a in b delitelja niča

Kolobar imenujemo obseg, kadar ima enoto (navadno jo označimo z 1) in je ( K\(0(, ( ) grupa

· v obsegu ni deliteljev niča

H je podkolobar kolobarja K, kadar je (H,+) podgrupa grupe (K,+) in je H zaprt za množenje Homomorfizem kolobarjev 

· velja: f(x+y) = f(x) + f(y) ( aditivnost
f(xy) = f(x) f(y)( multiplikativnost
· bijektiven homomorfizem je izomorfizem

· če je f: K1 ( K2 homomorfizem, je:

· im f podkolobar kolobarja K2
· ker f = ( x ( K1; f(x) = 0 ( je podkolobar kolobarja K1
VEKTORSKI PROSTOR

Vektorski prostor nad obsegom O je Abelova grupa (V,+) skupaj z zunanjo operacijo  O x V ( V { (α,v) > (α?v) ;

 α ( O , v( V  }

VELJA:

· α ? (v1 + v2 ) = α?v1 + α?v2
· (α1 + α2 ) v = α1 v + α2v

· α1 (α2v) = (α1 α2) v

· 1 v = v    ( enota obsega O
LASTNOSTI

· α 0 = 0

· 0 v = 0

· α v = 0 > α = 0 ali v = 0

· (-1) v = -v

VEKTORSKI PODPROSTOR

W ( V–vektorski podprostor nad obsegom O

Velja: 

· zaprtost za seštevanje

· zaprtost za množenje s skalarjem

· zaprtost za inverz

Lastnosti:

· Če je W ( V ? vsebuje 0
· Če W ( V in v1,v2 ( W    (    v1 + v2 ( W

· Linearna kombinacija vektorjev: (α1 v1 + α2 v2 + α3 v3 +…+ αn vn ) ( W

· Lin M je najmanjši vektorski podprostor v V, ki vsebuje  množico M

( linearna ogrinjača ( lupina) množice M

( lin M je podprostor (zaprtost za množenje, seštevanje)

( lin ( V1 ( V2 ) = V1+V2     (V1,V2 - podprostora prostora V)    velja na k-prostorov

   ( če V1 ( V2 = (0( (trivialen podprostor

   V1+V2 je direktna vsota
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