Sled (je lin. preslikava):

sl(A+B)=slA+slB; sl((A)=(sl(A); sl(AB)=sl(BA)(sl(A)sl(B); slA=sl(PAP-1)?

Nilpotentne matrika (Ak=0)

· ((A)={0}

· A(0 ( A se ne da diag.
Spekter:

((p(A))= p(((A))
Polinomi:

A se da diag. ( p(A) se da diag.

A~B(AT~BT, p(A)~p(B)

A=..., J(A)=?

1. (A(()=...; (A-(I) ( št. kletk = št. l. vekt. = dim ker (A-(I)

(A-(I)k = 0 ( poiščemo vekt. v, da vk(ker(A-(I)k\ker(A-(I)k-1
največja kletka = potenca pri mA=k

...vk-2=(A-(I)vk-1=(A-(I)2vk
P=[v1  v2 … vk]

dim ker Tk=št. korenskih vektorjev reda največ k

f(A)=Pf(J(A))P-1
J(A)=J(AT) ( A~AT
Invariantni podprostori:

A ima končno mnogo invar. podprost. (2n) ( mA(()=(A(()

U,V invar. ( U(V, U(V invar.

Gram:

Gramova matrika (G=[<vi, vj>]i,j) je poz.def.

G obrnljiva ( v1, …, vn lin. neodv

Razno:

(U unit. ( U* unit.)

če l. vekt. ( in (diag. matrika ( A normalen
U – normalen, U2 – unitaren ( U – unitaren
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ker A*=imA(
JORDAN

Def: W je invarianten za A(L(V) ( A(W)(W

Def: Naj bo: mA(()=((-(1)m1…((-(k)mk, (A(()=((-(1)n1…((-(k)nk
Korenski podprostor je Wi=ker(A-(iI)mi
x(Wi ( x korenski vekt. ali posplošena l. vred. (i
Velja: 

· Wi je invarianten za A

· Wi je nilpotenten

· V= W1(W2(…(Wn
· dim Wi=ni (ni algebrajska večkratnost)

Naj bo: Vi=ker Wi
Velja: 

· x(Vi ( Bx(Vi-1
· {0}=V0(V1(...(Vm
· Velja: Če je množica V={v1, ..., vt) (Vi lin. neodv. in Lin(V)(Vi-1={0} ( B(V)=(Bv1, ..., Bvt}(Vi-1 lin. neodv. in Lin(B(V))(Vi-2={0}
SKALARNI PRODUKT

V v.p. nad F

· F=R - evklidski v.p.

· F=C - unitarni v.p.

skalarni produkt je preslikava: (x,y) ( <x,y>(F ; x,y(V, ki ustreza pogojem:
1) <x,x> ( 0 ( x(V; <x,x> = 0 ( x=0

2) <x+y,z> = <x,z> + <y,z> (x,y,z(V

3) <(x,y> = ( <x,y> (((F, (x,y(V

4) <x,y> = 
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(velja tudi <x,y+z> = <x,y>+<x,z>; <(x,y> = 
[image: image3.wmf]a

 <x,y>)
Def: Norma 
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Velja: 

Izrek: Naj bo V v.p. s s.p. ( (x,y(V: 
[image: image5.wmf]y

x

y

x

+

£

,

 (CBS).


[image: image6.wmf]y

x

y

x

y

x

a

=

Û

+

=

,


standardni skalarni produkt: 
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Def.: x(y ( <x,y> = 0
Def: M je ortogonalna kadar velja x(y (x,y(M ; x(y

M je ortonormirana kadar je ortogonalna in (x(M velja: 
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Trditev: Če je M ortogonalna, 0(M, potem je lin. neodv.

Posledica: {v1, v2,… ,vn} je ortonormirana ( <vi,vj>=(i,j

Izrek: Naj bodo x1, …, xm(V lin. neodv. potem obstajajo taki z1, …, zm(V, da je <zi,zj>=(i,j in Lin(x1, …, xm)=Lin(z1, …, zm)
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  (Gram, Schmidt)

Posledica: {v1, …, vn} ON baza ( 
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Opomba: v ON bazi je s. p. kar stand. s.p.

Definicija: V1, V2 v.p. s s.p.; F: V1 ( V2 je izomorfizem v.p. s s.p. kadar je F lin. bijekcija, za katero velja <F(x),F(y)>=<x,y> (x,y(V1
Izrek: n-razsežen v.p. V s s.p. je izomorfen Fn s stand. s.p.

Posledica: končno razsežna v.p. s s.p. sta izomorfna ( sta enako razsežna

Def: M(V ; M( ortogonalni komplement mn. M. M( = {x(V:{x}(M}

Trditev: Naj bo {v1, …, vn} ON baza v.p. V s s.p. in 1(m<n in naj bosta V1=Lin({v1, …, vm}) in V2=Lin({vm+1, …, vn}). Potem V=V1(V2 (ortog.)  in velja V1=V2(, V2=V1(, V1((=V1, V2((=V2
Pravokotna projekcija:

P – pravkotni projektor na podprostor V1=Lin(v1, …, vm) – ON baza

Velja 
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, Pk=P, ker P=V1(, im P=V1
Funkcionali v prostoru s s.p.

z(V (z: V ( F

(z(x)=<x,z> (x(V

(z(V*=L(V,F)

(: V ( V*
z ( (z
((z)= (z

Izrek o reprezentaciji lin. funkcionalov:

Preslikava ( je surjektivna, torej (((V* (z(V da ((x)=<x,z> (x(V

Hermitsko adjungirana preslikava:
A(L(V); y,x(V; x ( <Ax,y>(F; (: V ( F; ((x)=<Ax,y>, ((V*
Po izreku o reprezentaciji je (=(z za ustrezen z(V, torej velja ((x)=(z(x) (x(V oz. <Ax,y>=<x,z> (x(V; z je odvisen od y; z=f(x); dobimo preslikavo f: V ( V : <Ax,y>=<x,f(y)> (x,y(V

Trditev: Če v V velja <u,x>=<v,x> (x(V ali <x,u>=<x,v> (x(V potem je u=v

Trditev: preslikava f: V ( V določena z <Ax,y>=<x,f(y)> (x,y(V je endomorfizem

f(L(V) je odvisen od A(L(V)

zapis f(A* (hermitsko adjungiran endomorfizem)

osnovna zveza: <Ax,y>=<x,A*y> (ali <A*x,y>=<x,Ay>) (x,y(V

Velja:

(A+B)*=A*+B*; 
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; (AB)*=B*A*; (A*)*(A**=A

Trditev: Če v V za A1, A2(L(V) velja <A1x,y>=<A2x,y> (<x, A1y>=<x, A2y>) za (x,y(V potem je A1=A2
Trditev: Podprostor V1(V je invarianten za A(L(V) ( V1( invarianten za A*
Izrek: Naj bo A matrika, ki pripada end. A(L(V) glede na ON bazo in B matrika, ki v tej bazi pripada A*. Potem velja: 
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 (AH – hermitska transponiranka)

AH=A* (AH(Fn,n; A*(L(Fn)) (za AH veljajo iste lasnosti kot za A*)

Izrek: Naj bo: A(L(V), V – unitaren v.p. Potem obstaja taka ON baza prostora V, da je matrika A, ki pripada A v tej bazi zg. trikotna

Normalni endomorfizmi

Def: A(L(V) je normalen, kadar je AA*=A*A
(A(Fn,n je normalna kadar je AAH=AHA)

Trditev: A(L(V) je normalen ( <Ax,Ay> = <A*x, A*y>

Posledica1: Če je A(L(V) normalen velja:
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Posledica 2: Ax=(x ( A*x=
[image: image15.wmf]l

x (če je A(L(V) normalen) (A, A* imata iste l. vekt.)

Trditev: Naj bo A(L(V) normalen in (1, (2 različni lastni vrednosti A. Potem sta pripadajoča l. vekt. med sabo pravkotna.

Posledica: Če ima normalen end. A(L(V), n=dimV, n različnih l. vrednosti, se ga da diagonalizirati v ON bazi.

Izrek: Naj bo A normalen end. na V. Če je V unitaren prostor ali če ima karakt. polinom end. A le realne ničle, potem se da A diagonalizirati v ON bazi.

Sebi adjungirani endomorfizmi

A(L(V) je sebi adjungiran, kadar je A=A*.

A(Cn,n je hermitska kadar je A=AH (matrika je s.a. end. Cn)

A(Rn,n je simetrična kadar je A=AT (matrika je s.a. end. Rn)

(s.a. end. je očitno normalen)

Velja:

1) A(L(V) je s.a. ( <Ax,y>=<x,Ay>

2) Če je A(L(V) s.a. in velja <Ax,x>=0 (x(V potem je A=0

3) Za vsak normalen end A(L(V) obstajata taka s.a. end.  A1, A2, da je A=A1+A2 (V je nad C) (A1=1/2 (A+A*)  A2=1/(2i)(A-A*)
4) Če je V unitaren, potem je A(L(V) s.a. ( <Ax,x>(R (x(V

Trditev: Vse ničle karakt. polinoma s.a. end. A(L(V) so realne.

Izrek: S.a. end. se da diagonalizirati v ON bazi (sestavljeni iz l. vekt.) in diag. matrika(Rn,n
Unitarni endomorfizem

U(L(V) je unitaren kadar U*U=UU*=I
Izrek: za U(L(V) so ekvivalentne izjave:

U je unitaren ( <Ux,Uy>=<x,y> (x,y(V ( U*U=I ( UU*=I ( 
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Trditev: U je unitaren ( U preslika vsako ON bazo v ON bazo ( U preslika vsaj eno ON bazo v ON bazo

Velja: U je avtomorfizem prostora V (ohranja skal. produkt), izometrija (ohranja razdalje) in ohranja kote

U(Fn,n je unitarna, kadar velja UUH=UHU=I (( AH=A-1)

Realna unitarna matrika se imenuje ortogonalna

A(Rn,n je ortogonalna ( AAT=ATA=I (( AT=A-1)

U je unitarna ( stolpci tvorijo ON bazo (( vrstice tvorijo ON bazo ( U(1),…,U(N) so slike stand. baze)

Velja: množica vseh unitarnih end. U(L(V) je grupa za množenje (če U1, U2 unitarni ( U1U2, U-1 … unitarna)

A,B(Fn,n
B je unitarno podobna A, kadar obstaja taka unitarna matrika U(Fn,n, da je  B=U-1AU=UHAU

F=R ….. ortogonalna podobnost B=UTAU, U ortogonalna

relaciji unitarne in ortogonalne podobnosti sta ekvivalenčni relaciji

Izrek: Normalna matrika je unitarno podobna diagonalni (matrika v Cn,n)

Simetrično realna matrika je ortogonalno podobna diagonalni.

Pozitivno semidefinitni endomorfizmi

A(L(V)

A je pozitivno semidefinitna (oz. poz. definit.) kadar velja: <Ax,x>(0 (x(V (oz. <Ax,x>>0 (x(V\{0}) in je A s.a. end.

Trditev: lastne vrednosti poz. semidef. (oz. poz. def.) end. so nenegativne (oz. strogo poz.)

Izrek: S.a. end. A(L(V) je poz. semidef. (oz. poz. def.) ( vse njegove l. vred. so neneg. (oz. strogo poz.)

A, B s.a. end.

A(B ( B-A poz. semidef. (B poz. semidef. ( 0(B)

( je relacija delne urejenosti na mn. s.a. end. danega prostora

A(L(V), A poz. semidef. <x,y>A:=<Ax,y> x,y(V

velja: <…,…>A je skal. produkt na V

Pozitivno definitne matrike

A(Rn,n; <Ax,x> >0 (x(Rn\{0}

A=AT
det A=(1(2…(n>0 ((i – l. vrednost)

velja: (j ( R ( 0(j

Izrek: Realna simetrična matrika A je poz. def. ( za (A(()=a0+a1(+…an(n (A(Rn,n) velja (-1)kak>0 za k=1, …, n

Trditev: Če je A(Rn,n poz. def. so vse matrike Ak(Rk,k(k=1,…,n) poz. def.

Izrek: Realna simetrična matrika A je poz. def. ( det Ak>0

� EMBED Equation.3  ���
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