Vaje + predavanja

I. GRUPE

izo(izomorfno

1. Algebrajske operacije

· grupoid := neprazna množica z binarno operacijo
· polgrupa := asociativen grupoid
· če v grupoidu ( levi in desni nevtr. el. ( sta enaka, vsi levi in desni enaki

· monoid := polgrupa z nevtr. el.

· če v monoidu ( levi in desni obrat. ( sta enaka, vsi levi in desni enaki

2. Grupe
· grupa := monoid z inverzom

· lastnosti grup

· a2=a ( a=e

· velja pravilo krajšanja z leve in desne
· ax=b in ya=b sta univerzalno in enolično rešljivi

· ekvivalentne def. grupe

· G - grupa

· G ima levi (oz. desni) obrat in levo (oz. desno) enoto

· enačbi ax=b in ya=b sta univerzalno rešljivi

· H<G če (a,b(H ( ab(H) in (e(G ( e(H) in (a(H ( (a-1(H)

· H<G ( (a,b(H: ab-1(H

· H<G, a(G ( aH levi odsek, Ha desni odsek
· (a,b(G velja aH(bH={} ali aH=bH

· (a,b(G velja Ha(Hb={} ali Ha=Hb

· |aH|=|H|=|Ha| (a(G

· faktorska množica G/H:= {aH: a(G}

· [G:H](|H| = |G| (H<G)

· H<G in a(G ( aHa-1<G (konjugirana podgrupa)

· a,b(cH ( aHa-1=bHb-1
· (konjugirank k neki podgrupi H) <= [G:H]

· za H<G je ekvivalentno

· (a(G (b:aH=Hb

· (a(G (b:Ha=bH

· (a,b(G (c:aHbH=cH

· (a,b(G (c:HaHb=Hc

· (a(G aHa-1=H

· H(G (H podgrupa edinka)

· G/H := faktorska grupa (aHbH=abH)

· presek poljubne družine podgrup (edink) je podgrupa (edinka)
· ( najmanjša H<G (H(G): M(H (imenujemo podgrupa gen. z M, el. so generatorji)

· H<G, [G:H]=2 ( H(G

3. Homomorfizmi

· kanonična ali naravna hom. H<G: f:H(G, f:x(x (vedno inj.); H(G: f:H(G, f:x(xH (vedno surj.)

· injekcija, monomorfizem := inj. hom.

· projekcija, epimorfizem := surj. hom.

· izomorfizem := bij. hom.

· endomorfizem := hom. G(G

· f: G ( G' (f(e)=e, f(a-1)=f(a)-1)

· H<G, H'<G' ( f(H)<G' in f-1(H')<G

· H(G, H'(G' ( f(H)(G' (če f surj.) in f-1(H')(G

· A - Abelova grupa ( f(A)=Abelova

· Aut(G) := {f: G(G : f - izo.} (grupa avtomorfizmov)

· G grupa, H(G, f:G(G', H(ker(f) ( (! g: G/H(G', ker(g)=ker(f)/H, (f'=G(G/H kanon. epi.) (: f=f'g

· f: G(G' ( (! g: G/ker(f)(im(f) (izo.)

· G grupa, H(K, H(G, K(G ( (G/H)/(K/H)=G/K

· G grupa, H(G, K<G ( K/H(K izo KH/H (KH<G glej vaje)

· leva regularna upodobitev (f:G(G, f:a((x(ax) , a(G) je monomorfizem grupe G v S(G)

· G, |G|<( je izo. permutacijski grupi H, H<S(G)=Sn
· fa: x(axa-1 ( Inn(G) := {fa : a(G} (notranji avtomorfizem - je grupa fafb=fab, fb-1=fb-1)

· f: G(Aut(G), a( fa je homomorfizem (ker f=Z(G))

· x(Z(G) = {x: (y(G xy=yx} (x = centralen el.)

· Z(G) (G, Inn(G)(Aut(G), Inn(G) izo. G/Z(G)

4. Končne grupe

· <a> izo. Z ali <a> izo Zr
· C=<a>, b(C poljuben ( komutativna, |C|=red(a), red(b) | |C|, b|C|=e

· |C|(P, e(b(C ( komutativna, <b>=C, red b = |C|

· G grupa, U množica, hom. (!) G ( S(U) imenujemo delovanje grupe G na mn. U
· orbita delovanja:= [x] = {g(x): g(G} x(U

· ekvivalenčni razredi x~y če (g(G:y=g(x) so orbite delovanja

· x(U je fiksna točka delovanja ( |[x]|=1 (očitno [x]={x}

· Normalizator točke x(U je Nx={g(G:g(x)=x}

· Nx<G

· x([y] ( Nx=aNya-1 (a(G), |Nx|=|Ny| in [G:Nx]=[G:Ny]

· f,g(G, x(U ( f(x)=g(x) ( fNx=gNx
· |[x]|=|G/Nx|

· |U|<( ( |U| = Fix(U)+([G:Nx] (x(Fix(U)) (štejemo po en x iz orbite)

· |U|<(, |U|=pk, p(P ( |U| mod (p) ( Fix(U) mod (p)

· konjugiranje kot delovanje: G ( S(G), g((x(gxg-1) ( [x]={gxg-1: g(G}, Fix(G) = Z(G), Na={g(G: ga=ag} (centralizator)

· x in y konjugirana ( centralizatorja konjugirana

· pri nekih f,h,a(G velja faf-1=gag-1 ( fNa=gNa
· ekviv. razred konjug. el. je ekvipolentene G/Nx
· |G|<( ( |G|=|Z(G)|+indeksi centralizatorjev (po en iz ekviv. razreda) necentralnih točk

· |G|=pk, p(P ( Z(G)({e} (celo Z(G)=lp 1(l(k)
· |G|=pkm, D(m,pk)=1 ( (H, H<G, |H|=pk (H - grupa Sylowa)

· vse podgrupe Sylowa grupe G pri danem p(P so konjugirane (ena sama je ( edinka)

· k=št. p-podgrup Sylowa ( p|k-1 in k | |G| (( k|m kjer |G|=pkm)
· p(P, p | |G| ( (a red a=p

5. Rešljive grupe
· Dekompozicijska vrsta: G=G0(G1(…(Gn
· G - rešljiva ( (dekomp. vrsta in Gi-1/Gi komutativne

· G enostavna ( (H(G ( H={e} ali H=G)

· G enostavna komut. ( |G|<(, G izo. Zp p(P
· |G|<( rešljiva ( (dekomp. vrsta in |Gi-1/Gi|(P

· H, G/H rešljiva ( G rešljiva
· |G|=pkql p,q(P ( G rešljiva
· Vsaka soda permutacija se da zapisati kot produkt ciklov reda 3
6. Abelove grupe
· direktni produkt:=G(H={(a,b):a(G, b(H} G,H - grupi

· podgrupi: podgrupi: {(a,e):a(G}(G in {(e,a):a(H}(H 

· če K<G in H<G je ekvivalentno:

· G izo. K(H

· H(G, K(G, G=KH, K(H={}

· ((a(K (b(H (: a=bab-1) in ((c(G (!a(K (!b(H: c=ab)

· če G,H Abelovi potem: G(H(G(H

· grupa P je direktna vsota Abelovih grup A,B ( (i:A(P, j: B(P, p:P(A, q:P(B z lastnostmi: pi=idA, qj=idB, pj=0, qi=0, ip+qj=idP
· če G=<x1, …, xn> rečemo G je končno generirana
· G:=prosta Abelova grupa, {x1, ... xn}:=baza ( G Abelova, končno generirana, za a(G: zapis a=(1x1+...+(nxn enolično določen
· ( končno gen. prosta Abelova grupa je izo. Zn (n moč baze)
· če za x(A (A - Abelova) (((0, (x=0 potem x torzijski el. grupe A (( končen red)
· {a: a - torzijski el. A}=T(A)<A
· vsaka končno gen. Abelova grp. brez torzije je prosta Ab.
· vsaka končno gen. Abelova grp. G je izo. T(G)(Zn
· vsaka končna (!) Abelova grupa A se da zapisati kot A=A1(…(An, Ai<A, |Ai|=pk, p(P, D(|A|/pk,p)=1

· |A|=pk (A Abelova) p(P ( A=<a1>(…(<ak>, ai(A

· vsaka končno gen. Abelova grp. se da zapisati kot direktna vsota nekih svojih cikličnih podgrup (št. podgrup iste moči je enolično)
