MODULI

Def: Mn. M je levi modul nad kolobarjem K, če je (M,+) Abelova grupa, K kolobar z enico in velja (((K, (x(M ((x(M (: ((+()x=(x+(x; ((x+y)=(x+(y; ((()x=(((x), 1x=x.

Def: Mn. M je desni modul nad kolobarjem K, če je (M,+) Abelova grupa, K kolobar z enico in velja (((K, (x(M ((x(M (: x((+()=x(+x(; (x+y) (=x(+y(; x((()= (x()(, x1=x.

Def: N(M je pomodul M, če je N abelova podgrupa M in je modul. Pišemo N<M.

Def: L,M leva K-modula ( f:L(M je hom( l. K modulov, če: f(x+y)=f(x)+f(y), f((x)=(f(x)

Def: Mi l. K-moduli ( M1(...(Mn zunanja direktna vsota, če +,( po komponentah

Def: M l. K-modul, Mi<M. Li=(j(iMj. Če (i Li(Mi={0} in (Mi=M, je M notr. direktna vsota.

Ekvivalentno je: M ( M1(...(Mn ( (K1, ..., Kn<M (: Ki(Mi in M=K1(...(Kn (notr. d.v.)

0(L(M(N(0 kratko eks. če eks pri vseh, 0(L(M eks. pri L ( L(M inj., L(M(0 eks. pri M ( g surj.

Za kratko eks. zap. so ekv.: (h: N(M (: gh=idN ( (k: M(L (: kf=idL, diagram je izomorf. 0(L(L(N(N(0 (razcp. eks.). 

Proj. modul P je modul z eks. vrstico L(M(0, P(M, (f:P(L da diag. komutira.

(prost je proj., za P so ekv. trditev: P proj ( (kratko eks. je razpc. eks., (prost modul, pa je P izo. komplementarnemu podmodulu.

MREŽE

Def: Mreža M je mn. opremljena z binarnima op. ( (cup, kupa) in ( (cap, kapa) z lastnostmi: asoc., komutat., idenpotentnost (aoa=a), absorbcija (a((a(b)=a in a((a(b)=a)

Opomba 1: Če v veljavnem aksiomu zamenjamo ( in ( dobimo veljaven aksiom. Za izreke velja enako.

Opomba 2: Lastnost idenpotentnosti je izpeljiva.

5.1. Trditev: (a,b(M: a(b=b ( a(b=a.

Def: a(b ( a(b=b ( a(b=a

5.2. Izrek: 

(a) relacija ( mrežo delno ureja; za to urejenost je a(b=sup{a,b}, a(b=inf{a,b}

(b) ( delno urejena mn. (: (a,b (sup{a,b}, inf{a,b} je za op. a(b:=sup{a,b}, a(b:=inf{a,b} mreža

Def: Relacija delno ureja ( ref., antisim.(x,y(xRy(yRx(x=y), tranz.

Opomba: 

V ( mreži (sup, inf polj. končne mn. 

(inf in sup za polj. mn. (0, ji pravimo polna mreža. 

Če ( zg. meja vseh x(M. jo označimo z 1:=supx(Mx. 

Če ( sp. meja vseh x(M jo označimo z 0:=infx(Mx.

V polni mreži (0,1.

Če v mreži (0,1 in k nekemu a(M tak a'(M, da je a(a'=1 in a(a'=0, rečemo a' je komplement k a v tej mreži.

Če v mreži M, 0,1(M: (x(M (komplement, je to komplementirana mreža.

Zgled: M(P(U), (), inf{A,B}=A(B, sup{A,B}=A(B, 1=U, 0={}, komplement je U\A

M(podpr. vekt. pr. V nad R, (), inf{A,B}=A(B, sup{A,B}=A+B, 1=V, 0={0}, komplement isti kot v smisli podmodulov.

Def: Podmreža je N(M zaprta za ( in ( (a,b(N ( a(b(N in a(b(N).

Def: M, M' mreži. f:M(M' homomorfizem mrež ( (a,b(M: f(a(b)=f(a)(f(b) in f(a(b)=f(a)(f(b)

Preslikava f:M(M', M in M' mreži je monotona (oz.ohranja urejenost), če a(b(f(a)(f(b).

5.3 Izrek: ( homomorfizem mrež je monotona preslikava. 

Def: M, M' mreži, f:M(M' bij., f in f-1 monotoni ( f izomorfizem mrež.

Def: Distributivna mreža je mreža, za katero velja (x(y)(a=(x(a)((y(a) ( (x(y)(a=(x(a)((y(a)

5.4. Trditev: Če v distributivni mreži ( komplement k a je ta enoličen.

Def: Boolov kolobar je kolobar v katerem (x(K: x2=x. (( K komutativen, char K=2). Če vpeljemo op. x(y=x+y-xy in x(y=xy, je to distrib. mreža M in 0(K=0(M in 1(K=1(M.

Def: Boolova algebra je distributivna komplementirana mreža.

5.5. Izrek: 

a) ( Bool. kolobar z 1 je Bool. alg. za op. x(y:= xy in x(y:=x+y-xy

b) ( Bool. alg. je Bool. kolobar z 1 za op. x+y:=(x(y')((y(x'), kjer x', y' komplementa k x, y

c) Če iz Bool. alg. naredimo Bool. kolobar po b) nam da a) iste operacije.

Def: M je modulska mreža ( (a,b,c(M: a(c((a(b)(c=a((b(c)

Komentar 1: a(c(...(... velja (mrežo ( za modulskost dovolj a(c ( (a(b)(c( a((b(c)

Komentar 2: ( distrib. mreža je modulska (obrat ne velja, protiprimer: pentagram)

Končne mreže predstavimo s Hessejevimi diagrami, v katerih ( el. predstavlja tč., vsaka relacija ( pa je predstavljena s potjo navzgor.

5.6. Izrek: Mreža podgrup edink dane grupe je za operaciji H(K:=H(K in H(V:=HK modul. mreža.

Posledica: Mreža podmodulov modula je modul. mreža za op. presek in L(M:=L+M.

Zgled: Mreža vseh podgrup dane grupe v splošnem ni modulska...

Def: a(b,  interval med a in b I(a,b):={x(M:a(x(b}. Očitno ( interval podmreža.

5.7. Trditev: (a,b sta v modul. mreži I(a,a(b) in I(a(b,b) izomorfni podmreži.

Def: Točki a,b(M sta soseda, če: 1) a(b 2) c(I(a,b) ( c=a ali c=b.

5.8. Trditev: Če sta a in b soseda v modulski mreži M in c(M poljuben, potem je bodisi:

a) a(c=b(c in sta a(c in b(c soseda, bodisi

b) a(c=b(c in sta a(c in b(c soseda

Def: Če ( med a in b (a(b) elementi (*) a=a0(a1(a2(...(an=b, kjer sta ai-1 in ai soseda (i=1..n, potem rečemo, da je (*) veriga sosedov dolžine n med a in b.

5.9 Izrek: Če med el. a(b modulske mreže ( veriga sosedov končne dolžine, potem so vse verige sosedov enako dolge (med a in b).

Def: M modul, M' mreža podmodulov M (je modulska). Če med polj. podmodulma L<M(M' ( veriga sosedov, lahko vpeljemo nasl. def.: dim L=dolžina verige med {0} in L. V primeru končno dim. vekt. pr. je ta pogoj izpolnjen in se ujema z običajno def. dim.

KOMUTATIVNI OBSEGI

1. Razširitve obsegov

Obseg je kolobar, kjer K*=K\{0}. Vsi naši obsegi bodo komutat (polja).

Def: Če je k obseg, ki je podobseg obsega K, potem rečemo, da je K razširitev obsega k.

Zanimale nas bodo "vse možne" razširitve danega obsega, t.j. vsi možni obsegi, ki vsebujejo izomorfno sliko danega obsega kot podobseg. K/k, K je razširitev k. x(K, a(k, ax(K. Očitno je K v tem primeru vekt. pr. nad k. Z [K:k] označimo razsežnost tega pr., če je končna sicer je to (. To število imenujemo stopnja razširitve K/k. Razširitev končne stopnje imenujemo končne.

6.1.1. Trditev: K/k in F/K končni razširitvi ( F/k končna in [F:k]=[F:K][K:k]

K/k, u1...un(K. Z k[u1,...,un] označimo kolobar generiran v K z k in [u1,...,un]. Z k(u1,...,un) označimo obseg generiran v K z k in [u1,...,un]. Analogno za ( mn. X(K označimo z k(X) in k(X).

Vmesni obseg razširitve K/k je ( obseg F(: k(F(K.

6.1.2. Izrek: 

a) (a(k[u1,...,un] (razširitev) ( polinom p(k[x1,...,xn] (: a=p(u1,...,un)

b) (a(k(u1,...,un) ( polinoma p,q(k[x1,...,xn], kjer q(u1,...,un)(0 (: a=p(u1,...,un)q(u1,...,un)-1
c) (a(k[X] ( nabor u1,..,un(X in polinom p(k[x1,...,xn] (: a=p(u1,...,un)

d) (a(k(X) ( nabor u1,..,un(X in polinoma p,q(k[x1,...,xn], kjer q(u1,...,un)(0 (: a=p(u1,...,un)q(u1,...,un)-1
e) (a(k(X) ( nabor {u1,...,un}(X (: a(k(u1,...,un)

Def: V tem izreku smo študirali preslikavo f:k[x](K, f(p)=p(u). im(f) je ravno k[u] (razširitev). Če ker(f)={0} pravimo, da je u(K transcendentna nad k, sicer pa da je u algebraično nad k. ("če (p (: p(u)=0 ( alg. drugače trans.")

6.1.3. Izrek: Naj bo K/k in naj bo u(K ničla polinoma p(k[x] (( u alg.). Tedaj velja:

a) če ima p najnižjo možno stopnjo, potem je nerazcepen v k[x]

b) če ima p najnižjo možno stopnjo in vodilni koef. 1 je polinom p enolično določen 

c) kolobar k[u] je enak obsegu k(u)

d) če ima polinom iz tč. a stopnjo n, potem tvorijo 1,u,...,un-1 bazo vekt. pr. k(u) nad k in zato velja [k(u):k]=n

Def: Polinomu p iz tč. b) rečemo minimalni polinom algebraičnega el. u(K/k

Komentar: Izrek nam pove, da ima vsak algebraični el. min. polinom in da ta polinom deli vsak polinom, ki ima ta algebraični el. za ničlo.

Def: Razširitve obsega z dodajanjem enega el. imenujemo enostavne razširitve. Poznamo dve vrsti razširitev. Če dodani el. ni ničla nobenega (nekonst.) polinoma iz k[x], potem je dobljena razširitev ( stopnje, dobljeni obseg pa je izomorfen obsegu racionalnih f-ij k(x). (t.j. primer ko je dodani el. transcendenten). V primeru, ko je dodani el. algebraični, pa ima min. polinom p. V tem primeru je enostavna razširitev izmorfna obsegu k[x]/(p) in ima stopnjo, ki je enaka stopnji polinoma p.

6.1.4. Izrek: Naj bo (: k(k' izomorfizem obsegov in imejmo razširitev K/k in K'/k'. Če je u(K ničla nerazcepnega polinoma p(k[x] in u'(K' ničla polinoma (p, tedaj (! razširitev izomorf. ( do izomorf. (':k(u)(k'(u'), ki slika u v u'.

Def: Če p=a0+a1x+...+anxn(k[x] ( (p:=((a0)+((a1)x+...+((an)xn(k'[x] (( od zgoraj)

6.1.5. Posledica: 

a) Naj bo p nerazcepen polinom iz k[x] stopnje>0. Če ima v neki razširitvi K/k polinom ničlo u, potem je obseg k(u) kot vmesni obseg te razširitve do izmorf. obsegov enolično določen.

b) Naj bosta u,v v K/k ničli nerazcepnega polinoma p(k[x]. Tedaj (! en izomorf. med k(u) in k(v), ki ohranja vse točke k in slika u v v

6.1.6. Izrek: Za ( nerazcepen, nekonst. polinom p(k[x] ( enostavna razširitev K/k, v kateri ima p vsaj eno ničlo. Najmanjša možna stopnja take razširitve je enaka stopnji tega polinoma. Vse razširitve te stopnje, v katerih ima p vsaj eno ničlo so med seboj izomorfne.

Def: Razširitev K/k je algebraična, če je (u(K algebraičen nad k (t.j. je ničla nekega nerazcepnega, nekonst. polinoma iz. k[x]).

Poseben primer: Če je u algebraičen nad k(u) se izkaže, da je k(u) algebraičen. Tej razširitvi rečemo algebraična razširitev. Pravimo, da smo k adjungirali k obsegu k, ali dodali ali privzeli k obsegu k. Obsegu lahko dodamo tudi po več alg. el. k(u1,..,un). Rekli bomo, da smo dobili obseg z adjungiranjem končno mnogo alg. el.

6.1.7. Izrek: 

a) ( razširitev končne stopnje je alg. 

b) razširitev je končne stopnje ( jo lahko dobimo z adjungiranjem končno mnogo alg. el.

2. Ničle polinomov

6.2.1. Izrek (Kronecherjeva lema): 

a) Če e(k[x] nerazcepni, nekonst., kjer k obseg, potem ( taka razširitev K obsega k, da v njej p razpade na produkt samih linearnih polinomov

b) Obseg iz tč. a) lahko izberemo tako, da ta polinom ne razpade v nobenem vmesnem obsegu, ki je strogo manjši od K.

Def: Obsegu iz tč. b) pravimo razpadni obseg polinoma p nad k.

Problem kratnosti ničel (v končnih karakteristikah): nerazcepen polinom ima v nekem razpadnem obsegu (in zato v vsakem razpadnem obsegu) večkratne ničle ( kadar ni tuj proti svojemu odvodu.

Def: p(x)=a0+a1x+...+anxn. p'(x)=a1+2a2x+...+nanxn. D: p(p', D:k[x](k[x]. D znižuje stopnjo vsaj za 1. Če vzamemo to za def. preslikave D, lahko hitro dokažemo veljavnost običajnih pojavov iz analize. D(p+q)=Dp+Dq, D(pq)=(Dp)q+p(Dq). Vsaka preslikava s tema dvema lastnostima se imenuje odvajanje.

6.1.8. Posledica: Če je K/k razširitev, potem vsi el. iz K, ki so alg. nad k tvorijo obseg.

Uporaba v geometriji: problemi konstrukcije z ravnilom in šestilom. Vse tč., ki jih znamo konstruirati v R tvorijo obseg R.

Def: F naj bo podobseg obsega R. Ravnina obsega F je mn. točk (a,b) a,b(F. Premica obsega F je premica, na kateri ležita vsaj dve tč. ravnine obsega F. Krožnica obsega F je krožnica, katere središče in vsaj ena tč. na obodu pripadata obsegu F.

6.1.9. Lema: Naj premici L in L' in krožnici C, C' pripadajo obsegu F(R. Tedaj velja:

a) Če sta L in L' nevzporedni, potem se sekata v tč iz ravnine, ki pripada obsegu F.

b) Če se L in C sekata, potem (u>0 iz obsega F, da točki (oz. točka) preseka leži na ravnini, ki pripada obsegu F((n) ali pa pripada že obsegu F.

c) Če sta kroga C in C' različna in se sekata, potem za točki (oz. točko) iz preseka velja isto kot pod (b).

6.1.10 Izrek: Če se da neko točko v ravnini konstruirati z ravnilom in šestilom, potem njene koordinate ležijo v obsegu, ki ga dobimo z adjungiranjem končno mnogo alg. števil obsega Q, pri čemer je stopnja min. polinoma vsakega od teh števil potenca števila 2.

6.2.2. Izrek (Galois): Za (n(N in (p(P ( obseg moči q=pn.

Komentar: Izkaže se, da so obsegi katerih eksistenco nam da ta izrek, do izomorfizma natančno določeni in jih imenujemo Galoisovi obsegi. Označimo z GF(pn). (GF - Galois Field, pn -velikost). Izkaže se tudi, da je vsak končen obseg izomorfen nekemu Galoisovemu obsegu.

6.2.3.: Izrek: Naj bo p(k[x] in (: k(k' poljuben izomorfizem obsegov. Nadalje naj bo K razpadni obseg polinoma p, K' pa razpadni obseg polinoma (p. Tedaj ( izomorfizem K(K', ki je razširitev izomorf. (. Če ima p v svojem razpadnem obsegu same različne ničle, potem je teh izomorf. natanko toliko, kolikor je [K:k].

Posledice za končne obsege:

1) za ( končen obseg O (tudi nekomutat.) ( tak p(P, da je Zp(O. p=char O.

2) Če char O=p ( (n(N (: |O|=pn.

3) |O|=pn ( O je razpadni obseg polinoma xpn -x.

4) ( končen obseg je komutativen.

5) Vsi končni obseg moči pn so med seboj izomorfni. (lema E.H. Moore).

6) (p(P in n(N obstaja obseg moči pn (Galoisova lema).

Def: Pri vsakem pn obstaja (nujno komutat) obseg moči pn, ki ga imenujemo Galoisov obseg moči pn, ki ga označimo GF(pn).

Opomba: grupa enot nekega končnega obsega je ciklična.

Def: Za nerazcepni polinom p(k[x] pravimo, da je separabilen, če ima v svojem razpadnem obsegu same različne ničle. Za polinom p(k[x] pravimo, da je separabilen, če je vsak njegov nerazcepen delitelj separabilen. Za element u(K/k pravimo, da je separabilen, če bodisi transcendenten, bodisi je njegov minimalni polinom separabilen. Razširitev K/k je separabilna, če so vsi el. u(K/k separabilni. Če so vse razširitve nekega obsega k separabilne, potem je k perfekten obseg.

6.2.4. Izrek: Vsi obsegi s karakteristiko 0 so perfektni.

Galoisova grupa

K/k razširitev. Oglejmo si tiste avtomorfizme obsega (:K(K (t.j. ( hom( obsegov, bij.), za katere velja, da je ((x)=x (x(k. Rečemo, da ( fiksira (pribije, ne premika, pusti pri miru) točke obsega k. 

Vsi avtomorfizmi z lastnostjo ((x)=x (x(k tvorijo podgrupo grupe vseh avtomorf., ki ji rečemo Galoisova grupa K/k in jo označimo s Gal(K/k). Če je p(k[x] polinom in K njegov razpadni obseg, potem grupa Gal(K/k) poimenujemo Galoisova grupa polinoma p in jo označimo z Gal(p). To je dobro def., ker so vsi razpadni obsegi izomorfni.

6.2.5. Trditev:

a) Če ima polinom iz k[x] v svojem razpadnem obsegu u različnih ničel, potem je njegova Galoisova grupa izomorfna neki podgrupi grupe Sn.

b) Če je polinom p separabilen, potem je moč njegove Galoisove grupe enaka stopnji razširitve njegovege razpadnega obsega

c) Naj bo p(P in naj obseg vsebuje primitivne k-ti koren za ta element u(k pa naj bo rešljiva enačba xp-u za x(k. Tedaj je za poljubno ničlo v tega polinoma [k(x):k]=p, Galoisova grupa te razširitve pa je izomorfna Zp.

Opomba: Obstoj primitvnih korenov je lahko problematičen.

Reševanje enačb z radikali.

Vsaka razširitev polinomske enačbe xn-u je radikal (po domače u1/n) k(v), kjer je v radikal je torej enostavna razširitev obsega k z radikalom. Razširitev K/k je razširitev z radikali, če obstaja tako zaporedje vmesnih obsegov k=F0(F1(...<Fn=K, da je Fi/Fi-1 enostavna razširitev z radikalom. Polinom p je rešljiv z radikali, če je njegov razpadni obseg vsebovan v nekem obsegu, ki je razširitev prvotnega obsega z radikali.

6.2.6. Izrek: Polinom p je rešljiv z radikali ( ( taka veriga vmesnih obsegov k=F0(F1(...(Fn, v kateri je Fn razpadni obseg nekega polinoma in velja, da je Fi/Fi-1 enostavna razširitev z radikali, da je razpadni obseg polinoma p vsebovan v Fn.

6.2.7. Lema: Naj bo K/k razširitev in F nek vmesni obseg, ki je hkrati razpadni obseg nekega separabilnega polinoma. Tedaj velja:

a) Za vsak ((Gal(K/k) velja, da slika obseg F vase, zato je (|F(Gal(F/k)

b) Grupa Gal(K/F) je podgrupa edinka grupe Gal(K/k), faktorska grupa pa je izomorfna neki podgrupi grupe.

c) Če je tudi K razpadni obseg nekega separabilnega polinoma iz k[x], potem je Gal(K/k)/Gal(K/F)(Gal(F/k).

6.2.8. Izrek: Naj bo neki polinom stopnje n rešljiv z radikali nad obsegom k in naj k vsebuje p-te korene enice, za vsa praštevila p, ki delijo n! Tedaj je Galoisova grupa tega polinoma rešljiva.

6.2.9. Lema: Če dodamo obsegu k primitivni n-ti koren enice u, potem jhe Gauloisova grupa te razširitve komutativna.

6.2.10. Izrek: Naj bo f(k[x] polinom, rešljiv z radikali nad k. Tedaj je njegova Galoisova grupa rešljiva.

6.2.11. Izrek (Abel-Ruffini): ( polinomi 5 stopnje iz Q[x], ki niso rešljivi z radikali nad Q. 

3. Galoisova teorija

k obseg, G grupa, (: G(k* homomorf. grup ( ( poimenujemo karakter. (1, (2, ..., (n karakterji so neodvisni, če ne obstajajo netrivialni a1, a2, ..., an(k, za katere bi veljalo: (i=1..nai(i(g)=0 (g(G. Poseben primer karakterjev so npr. avtomorfizmi Aut(k)={(:k(k, ( avtomorfizem}. G(Aut(k):G(k*, 0(((1)

6.3.1. Lema (Dedekindova lema): vsak končen nabor karakterjev je neodvisen.

Def: G grupa avtomorfizmov obsega k. Označimo z kG={x(k; ((x)=x, (((G}. To je mn. točk, ki jih pusti grupa G na miru.

6.3.2. Trditev: Naj bo G končna grupa. Tedaj:

a) moč grupe G ne presega stopnje razširitve k/kG (tukaj ne potrebujemo G grupa)

b) moč grupe G je enaka stopnji razširitve k/kG
6.3.3. Izrek: Za končno razširitev K/k s Galoisovo grup G so ekvivalentne naslednje trditve:

a) k=KG
b) ( nerazcepni polinom p(k[x], ki ima v obsegu K vsaj eno ničlo je separabilen in v K razpade

c) K/k je normalna in separabilna

d) K je razpadni obseg nekega separabilnega polinoma iz k[x]. moč(G)=[K:k]

Def: Razširitev K/k je normalna, če vsak nerazcepen polinom p(k[x], ki ima v K vsaj eno ničlo, v K tudi razpade.

Def: Če ima končna razširitev K/k katerokoli in zato vse lastnosti iz izreka 6.3.3. ji rečemo Galoisova razširitev.

Def: F naj bo vmesni obseg neke razširitve K/k. Tedaj je za poljuben ((Gal(K/k) velja, da je tudi ((F) neki vmesni obseg, ki mu rečemo konjugirani obseg k obsegu F. Če je obseg tak, da je enak vsem svojim konjugiranim obsegom, mu rečemo stabilni vmesni obseg. Za take obsege lahko vpeljemo preslikavo (((|F: Gal(K/k)(Gal(F/k), ki je homomorfizem grup.

6.3.4. Izrek: Vmesni obseg F razširitve K/k je stabilen ( razširitev F/k Galoisova.

K/k Galoisova razširitev, Gal(K/k), Sub(Gal(K/k))={H(Gal(K/k)} Ta družina je mreža za operaciji ( - presek 2 podgrup, ( - je podgrupa generirana z dvema podgrupama. Lat(K/k)={F: F vmesni obseg K/k}. Tudi ta mreža za operaciji ( - presek vmesnih obsegov, ( - obseg generiran z vmesnimi obsegi. Preslikava f:M(M', M,M' mreži je antiizomorfizem mrež, če dobimo izmorfizem mrež, ko jo komponiramo z zamenjavo obeh operacij v eni ali drugi mreži.

6.3.5. Izrek (fundamentalni izrek Galoisove teorije):

a) mreža Sub(Gal(K/k)) in Lat(K/k) sta druga drugi antiizomorfni. Antiizomorfizma med njima pa sta podana s preslikavo K: Sub(Gal(K/k))(Lat(K/k) K(H)=KH in Gal(K/(): Lat(K/k)(Sub(Gal(K/k)) Gal(K/()(F)=Gal(K/F)

b) stopnja razširitve [F:k] je za vsak vmesni obseg F enaka indeksu grupe Gal(K/F) v grupi Gal(K/k) in indeks vsake podgrupe H Galoisove grupe je enak [KH:k]

c) Vmesni obseg F je stabilen ( pripadajoča Galoisova grupa Gal(K/F) je podgrupa edinka Gal(K/k) in v tem primeru velja: Gal(F/k)(Gal(K/k)/Gal(K/F).

Opomba: Sledi: Število vmesnih obsegov je končno, saj je enako moči družine podgrup Galoisove grupe.

6.3.6. Posledica (Artinov izrek): Za poljuben obseg K in poljubno končno grupo G avtomorfizmov obsega K velja, da je Galoisova grupa razširitev K/KG (kjer je KG obseg fiksnih točk) izomorfna G.

6.3.7. Posledica: Za poljubno končno grupo G ( neka Galoisova razširitev neklih obsegov, katere Galoisova grupa je izomorfna grupi G.

Vaje + predavanja

I. GRUPE

izo(izomorfno

1. Algebrajske operacije

· grupoid := neprazna množica z binarno operacijo
· polgrupa := asociativen grupoid
· če v grupoidu ( levi in desni nevtr. el. ( sta enaka, vsi levi in desni enaki

· monoid := polgrupa z nevtr. el.

· če v monoidu ( levi in desni obrat. ( sta enaka, vsi levi in desni enaki

2. Grupe
· grupa := monoid z inverzom

· lastnosti grup

· a2=a ( a=e

· velja pravilo krajšanja z leve in desne
· ax=b in ya=b sta univerzalno in enolično rešljivi

· ekvivalentne def. grupe

· G - grupa

· G ima levi (oz. desni) obrat in levo (oz. desno) enoto

· enačbi ax=b in ya=b sta univerzalno rešljivi

· H<G če (a,b(H ( ab(H) in (e(G ( e(H) in (a(H ( (a-1(H)

· H<G ( (a,b(H: ab-1(H

· H<G, a(G ( aH levi odsek, Ha desni odsek
· (a,b(G velja aH(bH={} ali aH=bH

· (a,b(G velja Ha(Hb={} ali Ha=Hb

· |aH|=|H|=|Ha| (a(G

· faktorska množica G/H:= {aH: a(G}

· [G:H](|H| = |G| (H<G)

· H<G in a(G ( aHa-1<G (konjugirana podgrupa)

· a,b(cH ( aHa-1=bHb-1
· (konjugirank k neki podgrupi H) <= [G:H]

· za H<G je ekvivalentno

· (a(G (b:aH=Hb

· (a(G (b:Ha=bH

· (a,b(G (c:aHbH=cH

· (a,b(G (c:HaHb=Hc

· (a(G aHa-1=H

· H(G (H podgrupa edinka)

· G/H := faktorska grupa (aHbH=abH)

· presek poljubne družine podgrup (edink) je podgrupa (edinka)
· ( najmanjša H<G (H(G): M(H (imenujemo podgrupa gen. z M, el. so generatorji)

· H<G, [G:H]=2 ( H(G

3. Homomorfizmi

· kanonična ali naravna hom. H<G: f:H(G, f:x(x (vedno inj.); H(G: f:G(G/H, f:x(xH (vedno surj.)

· injekcija, monomorfizem := inj. hom.

· projekcija, epimorfizem := surj. hom.

· izomorfizem := bij. hom.

· endomorfizem := hom. G(G

· f: G ( G' (f(e)=e, f(a-1)=f(a)-1)

· H<G, H'<G' ( f(H)<G' in f-1(H')<G

· H(G, H'(G' ( f(H)(G' (če f surj.) in f-1(H')(G

· A - Abelova grupa ( f(A)=Abelova

· Aut(G) := {f: G(G : f - izo.} (grupa avtomorfizmov)

· G grupa, H(G, f:G(G', H(ker(f) ( (! g: G/H(G', ker(g)=ker(f)/H, (f'=G(G/H kanon. epi.) (: f=f'g

· f: G(G' ( (! g: G/ker(f)(im(f) (izo.)

· G grupa, H(K, H(G, K(G ( (G/H)/(K/H)=G/K

· G grupa, H(G, K<G ( K/H(K izo KH/H (KH<G glej vaje)

· leva regularna upodobitev (f:G(G, f:a((x(ax) , a(G) je monomorfizem grupe G v S(G)

· G, |G|<( je izo. permutacijski grupi H, H<S(G)=Sn
· fa: x(axa-1 ( Inn(G) := {fa : a(G} (notranji avtomorfizem - je grupa fafb=fab, fb-1=fb-1)

· f: G(Aut(G), a( fa je homomorfizem (ker f=Z(G))

· x(Z(G) = {x: (y(G xy=yx} (x = centralen el.)

· Z(G) (G, Inn(G)(Aut(G), Inn(G) izo. G/Z(G)

4. Končne grupe

· <a> izo. Z ali <a> izo Zr
· C=<a>, b(C poljuben ( komutativna, |C|=red(a), red(b) | |C|, b|C|=e

· |C|(P, e(b(C ( komutativna, <b>=C, red b = |C|

· G grupa, U množica, hom.(!) G ( S(U) imenujemo delovanje grupe G na mn. U
· orbita delovanja:= [x] = {g(x): g(G} x(U

· ekvivalenčni razredi x~y če (g(G:y=g(x) so orbite delovanja

· x(U je fiksna točka delovanja ( |[x]|=1 (očitno [x]={x})

· Normalizator točke x(U je Nx={g(G:g(x)=x}

· Nx<G

· x([y] ( Nx=aNya-1(a(G), |Nx|=|Ny| in [G:Nx]=[G:Ny] 

· f,g(G, x(U ( f(x)=g(x) ( fNx=gNx
· |[x]|=|G/Nx|

· |U|<( ( |U| = Fix(U)+([G:Nx] (x(Fix(U)) (štejemo po en x iz orbite)

· |U|<(, |U|=pk, p(P ( |U| mod (p) ( Fix(U) mod (p)

· konjugiranje kot delovanje: G ( S(G), g((x(gxg-1) ( [x]={gxg-1: g(G}, Fix(G) = Z(G), Na={g(G: ga=ag} (centralizator)

· x in y konjugirana ( centralizatorja konjugirana

· pri nekih f,h,a(G velja faf-1=gag-1 ( fNa=gNa
· ekviv. razred konjug. el. je ekvipolenten G/Nx
· |G|<( ( |G|=|Z(G)|+indeksi centralizatorjev (po en iz ekviv. razreda) necentralnih točk

· |G|=pk, p(P ( Z(G)({e} (celo Z(G)=lp 1(l(k)
· |G|=pkm, D(m,pk)=1 ( (H, H<G, |H|=pk (H - grupa Sylowa)

· vse podgrupe Sylowa grupe G pri danem p(P so konjugirane (ena sama je ( edinka)

· k=št. p-podgrup Sylowa ( p|k-1 in k | |G| (( k|m kjer |G|=pkm)
· p(P, p | |G| ( (a red a=p

5. Rešljive grupe
· Dekompozicijska vrsta: G=G0(G1(…(Gn
· G - rešljiva ( (dekomp. vrsta in Gi-1/Gi komutativne

· G enostavna ( (H(G ( H={e} ali H=G)

· G enostavna komut. ( |G|<(, G izo. Zp p(P
· |G|<( rešljiva ( (dekomp. vrsta in |Gi-1/Gi|(P

· H, G/H rešljiva ( G rešljiva
· |G|=pkql p,q(P ( G rešljiva
· Vsaka soda permutacija se da zapisati kot produkt ciklov reda 3
6. Abelove grupe
· direktni produkt:=G(H={(a,b):a(G, b(H} G,H - grupi

· podgrupi: {(a,e):a(G}(G in {(e,a):a(H}(H

· če K<G in H<G je ekvivalentno:

· G izo. K(H

· H(G, K(G, G=KH, K(H={}

· ((a(K (b(H (: a=bab-1) in ((c(G (!a(K (!b(H: c=ab)

· če G,H Abelovi potem: G(H(G(H

· grupa P je direktna vsota Abelovih grup A,B ( (i:A(P, j: B(P, p:P(A, q:P(B z lastnostmi: pi=idA, qj=idB, pj=0, qi=0, ip+qj=idP
· če G=<x1, …, xn> rečemo G je končno generirana
· G:=prosta Abelova grupa, {x1, ... xn}:=baza ( G Abelova, končno generirana, za a(G: zapis a=(1x1+...+(nxn enolično določen
· ( končno gen. prosta Abelova grupa je izo. Zn (n moč baze)
· če za x(A (A - Abelova) (((0, (x=0 potem x torzijski el. grupe A (( končen red)
· {a: a - torzijski el. A}=T(A)<A (T(A) je končna za A končno gen.)
· vsaka končno gen. Abelova grp. brez torzije je prosta Ab.
· vsaka končno gen. Abelova grp. G je izo. T(G)(Zn
· vsaka končna (!) Abelova grupa A se da zapisati kot A=A1(…(An, Ai<A, |Ai|=pk, p(P, D(|A|/pk,p)=1

· |A|=pk (A Abelova) p(P ( A=<a1>(…(<aj>, ai(A

· vsaka končno gen. Abelova grp. se da zapisati kot direktna vsota nekih svojih cikličnih podgrup (št. podgrup iste moči je enolično)
· torej: za A končno gen. ( A=Zn(T(A)=Zn(Zp1i1(Zp2i2(...(Zpnin pi(P (lahko i=j)

Predavanja

II. KATEGORIJE

1. Osnovne definicije
· kategorija (Kat)

· je razred, el. imenujemo objekti

· (A, B(Kat ( množica Hom(A,B), el. imenujemo morfizmi iz A v B

· (A, B, C(Kat in (f(Hom(A,B), g(Hom(B,C) (gof(Hom(A,C) (:

· zunanja op. o je asociativna (hog)of=ho(gof)

· zunanja op. o ima nevtralni el. ((A (eA(Hom(A,A) (:eAof=f (f(Hom(B,A)(B in goeA=g (g(Hom(A,C)(C)

· f:A ( B ( f(Hom(A,B)
· Gr := Gr={grupe}, Hom(A,B)={homomorfizmi A ( B}, o je komponiranje
· Ab := Ab={Abelove grupe}, …
· VekR := VekR={realni vekt. prostori}, Hom(A,B)={lin. preslikave A ( B}
· Mn := Mn={množice}, Hom(A,B)={preslikave A ( B}
· Top := Top ={topol. prostori}, Hom(A,B)={homeomorfizmi A ( B}
· standardne (konkretna) kategorija ( objekti so množice, morfizmi - komponiranje (pr.:Gr, ..., Top)
· mala kategorija ( razred vseh objektov je množica
· kovariantni funktor F: Kat ( Kat' je predpis, ki:
· (A(Kat priredi F(A)(Kat'

· (f(Hom(A,B) priredi F(f)(Hom(F(A),F(B))

· (A, B, C(Kat in (f(Hom(A,B), g(Hom(B,C) velja: F(gof)=F(g)oF(f) in F(eA)=eF(A)
· kontravariantni funktor vse isto razen F(f)(Hom(F(B),F(A)) in F(gof)=F(f)oF(g)
· pozabljivi funktor (nad stand. kat) F: Kat ( Mn (F(A)=mn. A, F(f)=preslikava f)
· f(Hom(A,B) epimorf. (monomorf.) ( (g(Hom(B,A) (: fog=eB (gof=eA)
· A, B sta ekvivalentna ( (f(Hom(A,B) in g(Hom(B,A) (: gof=eA in fog=eB (ekvivalenca je ekviv. rel.)
· U(Kat univerzalni (univerzalno odbijajoč, začetni) objekt ( (A(Kat |Hom(U,A)|=1
· U(Kat kouniverzalni (univerzalno privlačujoč, končni) objekt ( (A(Kat |Hom(A,U)|=1
· 2.1.2 Lema: univerzalni (kouniverzalni) obj. so ekvivalentni 
2. Produkt in koprodukt

· (P,{pi: P ( Ai i(I}) = produkt {Ai(Kat, i(I} ( za poljuben P'(Kat, poljubne pi': P' ( Ai i(I (! h:P' ( P (: pi'=pih
· kategorično: produkt {Ai(Kat, i(I} je kouniverzalni objekt Kat':={(P(Kat, pi i(I), pi(Hom(P,Ai)}, morfizmi so morfizmi iz Kat (: pi'=pih
· produkt {Ai(Kat, i(I} ( (Ai i(I, koprodukt {Ai(Kat, i(I} ( 
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Ai i(I
· 2.2.1 Izrek: produkta P in P' (Ai i(I sta ekvivalentna
· (P,{pi: Ai ( P i(I}) = koprodukt {Ai(Kat, i(I} ( za poljuben P'(Kat, poljubne pi': Ai ( P' i(I (! h:P ( P' (: pi'=hpi
· kategorično: koprodukt {Ai(Kat, i(I} je univerzalni objekt Kat':={(P(Kat, pi i(I), pi(Hom(Ai,P)}, morfizmi so morfizmi iz Kat (: pi'=hpi
· Kat - stand. kat., M - mn. ( prost objekt := F(Kat (: ((f:M ( F) in ((A(Kat , (g: M(A (! ((Hom(F,A) (: (f=g)

3. Prosti objekt
· kategorično: prost objekt := univerzalni objekt Kat':={((:M(A,A(Kat)} F morf. ((,A)(((',A') ( F: A(A' morf iz Kat in (F=('

· 2.3.1. Izrek: prosta Abelova grupa nad M skupaj s kanon. preslika M(A, x(1x, tvorita prosti objekt v Ab
· 2.3.2. Izrek:( prosta Abelova grupa je homomorfna slika neke proste Abelove grupe

· 2.3.3. Trditev:( grupa je izomorfna faktorski grupi neke proste grupe po neki njeni podgrupi edinki

III. KOLOBAR

1. Osnovne definicije

· Kolobar (K, +, () := (K,+) - Abelova grupa (e=0), (K,() polgrupa in (x,y,z(K: (x+y)z=xz+yz, x(y+z)=xy+xz

· obstoj nevtralnega el. označimo z 1 (enica)

· v K, 1(K označimo K* := {x(K: (x-1} tem el. rečemo enote
· x(K je levi (desni) delitelj niča če (y(K, y(0: xy=0 (yx=0)

· Komentar na delitelje niča: xan=0, x(0, a(0 ( a je d.d.n. || ab=0, a(0, b(0 ( a l.d.n. in b d.d.n. || ab=0, b ni d.d.n. ( a=0
· Za končen kolobar {x1, ..., xn} in a ni d.d.n. velja: axi=axj ( xi=xj oz. (i (: axi=xj
· cel kolobar := kolobar brez netrivialnih deliteljev niča

· celostno polje := komutativen cel kolobar

· F je obseg ( F* = F\{0} (obseg je cel kolobar)

· 3.1.1. Izrek (a): K nima netrivialnih deliteljev niča ( (K\{0},() podpolgrupa K

· 3.1.1. Izrek (b): K*(K\{0} je vselej podmonoid monoida K (1(K) za množenje

· 3.1.2. Izrek: V obsegu sta enačbi ax=b in ya=b enolično rešljivi za (a(0

2. Podkolobarji in ideali

· L(K je podkolobar kadar (L,+,() kolobar (L<K)

· podkolobarju z enico rečemo unitarni podkolobar
· I(K je levi ideal K (I(lK) ( I-I(L ((L,+) podgrupa) in KI(I (zaprt za množenje z el. iz kolobarja z leve)

· I(K je desni ideal K (I(dK) ( I-I(L ((L,+) podgrupa) in IK(I

· I(K je dvostranski ideal (ideal) (I(K) ( I(dK in I(lK

· I((l,d)K ( I<K

· ni res: 1(L<K ( 1(K) in ni res: L<1(K ( 1(L || I(K, (x(K*: x(I ( I=K
· 3.2.1. Trditev:
· (a): presek poljubne družine podkolobarjev je podkolobar

· (b): presek poljubne družine levih (oz. desnih oz. dvostranskih) je levi (oz. desni, oz. dvostranski) ideal

· (c): (M(K ( najmanjši podkolobar, ki M vsebuje

· (d): (M(K ( najmanjši levi (oz. desni oz. dvostranski) ideal, ki M vsebuje

· 3.2.2. Trditev:
· (a): v K, 1(K je levi ideal generiran z a1, …, an enak Ka1+Ka2+…+Kan (če 1(K je enak ...+Za)

· (b): v K, 1(K je desni (dvostranski) ideal generiran z a1, …, an enak a1K+a2K+…+anK (Ka1K+Ka2K+…+KanK) (kjer KaK = {(xiayi , xi, yi(K})

· (c):v poljubnem kolobarju je glavni ideal (a)=Za+Ka+aK+KaK

· ideal imenujemo glavni ideal, če je generiran z enim elementom. Trivialni ideal je vselej glavni, ker je (0). V kolobarju z enico je tudi nepravi ideal K (K - kolobar sam) glavni, ker je enak (1). Če so v nekem kolobarju vsi (dvostranski) ideali glavni, potem temu kolobarju rečemo glavni kolobar
· 3.2.3. Izrek: kolobar Z (celih števil) je glavni kolobar

· 3.2.4. Posledica: v kolobarju Z je enačba a1x1+…+anxn=b pri nekih danih a1…an,b(Z rešljiva ( D(a1,…,an)(b

· 3.2.4. (kitajski izrek o ostankih) Naj bodo I1, …, In ideali kolobarja K z lastnostmi:

· r=1,…,n: K2+Ir=K (odveč če 1(K)

· r,s=1,…,n, r(s: Ir+Is=K (ideali so si paroma tuji)

· x1, …, xn(K poljubni ( ( x(K (: x-xr(Ir r=1,…,n in za vsak nadaljni y(K, za katerega je y-xr(Ir r=1,…,n velja, da je x-y(I1(I2(…(In
· K, L<K ( x(y(L) ( x-y(L (x je kongruentno y po modulu L)

· 3.2.6. Trditev: 
· relacija . ( . (L) je ekvivalenčna relacija

· če x(y(L) in x'(y'(L) ( x+x'(y+y'(L)

· (x(y(L) in x'(y'(L) ( xx'(yy'(L)) ( L dvostranski ideal (L(K)

· 3.2.7. Trditev: kolobar ostankov pri deljenju z n je obseg ( n praštevilo

· L ( K  faktorski kolobar K/L={[x]:x(K, ( (L)} ([x] = x+L), kjer (x+L)+(y+L)=(x+y+L), (x+L)(y+L)=(xy+L)

3. Morfizmi

· f:K ( K' je homomorfizem kolobarjev ( x,y(K f(x+y)=f(x)+f(y) in f(xy)=f(x)f(y)

· 3.3.1. Trditev: f:K ( K'

· H<K, H'<K' ( f(H)<K' in f-1(H')<K

· H'(K' ( f(H')-1(K

· H'(l(d)K' ( f(H')-1(l(d)K

· ker f ( K

· I(K ( (g:K ( K' (: ker g=I

· 3.3.2. Izrek (o kanon. razcepu):  f:K ( K'; I(K, ker(f)<I ( (! g:K/I ( K' (: f=g(; (:K(K/I kanonični epimorf. velja: im(g)=im(f); ker(g)=ker(f)/I

· 3.3.3. Posledica: 
· f:K(K', (:K(K/ker(f) kanon. epimorf., (: im(f)(K' kanon. monomorf. ( (! g:K/ker(f)(im(f) (izo.) (: f=(g(
· I,J<K ( (I+J)/J kolobar izo. I/(I(J)

· I,J(K, I(J potem K/J izo. (K/I)/(J/I)

· 3.3.4. Trditev (korenspondenčni izrek): I(K ( ideali J(K, I(J so preko preslikave J
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J/I v povratno enolični korenspondenci z ideali kolobarja K/J.

· 3.3.5: Trditev: 1(K ( 

· f: Z(K, f:n
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n1K je homomorfizem kolobarjev

· Naj bo M={n(Z:n1K=0K}. Velja: M(0 ( M(Z

· karakteristika kolobarja: char(K)=n če n(N najmanjše število, da nx=0 (x(X (če ne ( ( char(K)=0)

· char(cel kolobar)(P({0}, char(Zn)=n

· K obseg ( podobseg generiran z {1} imenujemo praobseg obsega K

· char(praobseg K)=0 ( K izo. Q

· char(praobseg K)=p(P ( K izo. Zp
Vaje:

· 1(K, I1, ..., In ideali, Ii+Ij=K (Ii(Ij=0) i(j ( (! x(po modulu I1...In)(K (: x(ai(Ii) i=1...n

· v Z: m1, ..., mn paroma tuji ( (mi)+(mj)=Z, i(j) x(ai(mi) ( (!x(mod m1...mn)

· Kako poiščemo rešitev? M=m1...mn Mi=M/mi Rešimo: Mixi(1(mi) (axi(1(mi) ( xi=a) ( x=(i=1...naiMixi
diedrska grupa D2n=<a,b>={a(b(, (({0,1}, (({0,..., n-1}}, 

kjer a=
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Velja: |D2n|=2n, bka=ab-k, G diedrska (?? a2=id, bn=id, bab=a.

(12)(23)=(123)=(231). abc(x)=bc(a(x)) (mn. z leve) 

(((Sn se da zapisati kot unija disj. ciklov.

G<Sn vsebuje liho permutacijo ( ni enostavna

|Sn|=n! |An|=n!/2

H<S3 ( H({S3, {id,(12)}, {id,(13)}, {id,(23)}, A3={id, (123),(132)}}

n(5 ( Sn'=An, An'=An
Grupe

Definicije

komutator=[g,h]=ghg-1h-1
G je enostavna ( ne vsebuje prave netrivialne edinke

Z(G)=c(G)=cent(G)={x(G: xy=yx (y(G} (center grupe)

H<G je karakteristična ( f(H)(H (f(Aut(G)

Center

Z(G)={e} ( Z(Aut(G))={e}

G komutat. ( G/Z(G) ciklična 

G=H(K, N(G velja: N(Z(G) ali N(H({e} ali N(K({e}

|G|=pn, H(G, |H|=p ( H(Z(G)

Red

x(G grupa: |x|=red x=min({(}({n(N:xn=e})

Velja: |x|=|x-1|; |xy|=|yx|; Gkomutat.(|xy|(v(|x|, |y|); xk=e(|x| | k; red |x| | |G|

{x(G: red x<(}<Gkomutat.
|G|=2n ( (a red a=2

G grupa, red x=rs, D(r,s)=1 ( (!y,z(G: red y=r, red z=s, yz=zy

Ostalo

x2=e (x(G ( G komutat.

Ciklične grupe

G=<a> H<G ( H=<ai>

f: G(H surj., G=<a>(H=<b>

|G|=(: G je ciklična ( G izmorfna vsaki svoji pravi podgrupi

Zm(Zn je ciklična ( D(m,n)=1

G komutativna ( G/Z(G) ciklična

Podgrupe, podgrupe edinke

H1, H2<G: a) H1(H2<G ( H1(H2 ali H2(H1 b) H1(H2<G

|G|=( ( G ima ( podgrup

[G:H]=2 ( H(G

H(G, K<G ( HK<G

H,K(G ( HK(G

K<G (f-1f(K))=Kker(f)=ker(f)K

H,K<G ( [H:H(K]([G:K]

H(G, G/H abelova H(K<G ( K(G

H(G, H ciklična, K<H ( K(G

G končna, H(G, D(|H|,|G/H|)=1 ( H edina podgrupa moči |H| v G

Praštevila

( grupa |G|=p2 p(P je komutativna

|G|=pn ( ( edinka moči pn-1
|G|=2p, p(P, G nekomutat. ( G(D2p
|G|=pq, p,q(P, p ne deli q-1 (G(Zpq
Izpeljane grupe

H'={[h1,h2]; h1, h2(H} (izpeljana grupa grupe H)

H' ima naslednje lastnosti: H(G(H'(G; G/G' Abelova; K(G G/K Abelova ( G'(K

G,G', G''=(G')', G(i)=(G(i-1))'

G'=G, potem rečemo G perfektna

Rešljivost

G je rešljiva ( (n(N: G(n)={e}

|G|=pnq; p,q(P, n(N ( G rešljiva

vsaka nilpotentna grupa je rešljiva

vsaka komutat. grupa je nilpotentna

A,B rešljivi ( A(B rešljiva

Velja: grupa lihe moči je rešljiva ( vsaka enostavna končna nekomutat. grupa je sode moči (obe tudi držita)

Produkt grup

G(H(K, H,K<G: (G=HK, H(K={e}, el. iz H in K komutirata) ( H(K={(h,k):h(H, k(K, mn. po komponentah}

H(G(G ( G Abelova

G,H Abelove ( G(H pišemo G(H, (g,h)(g+h, (g,h)a(a(g+h)

Inn(G(H)(Inn(G)(Inn(H)

H(G: (f:G(H (:f|H=id ( (K<G (: G=H(K

Ostalo

G končna: G lihe moči ( (x(G (y: x=y2, y(G

Q8={(1, (i, (j, (k} i2=j2=k2=-1

G, H<G, G deluje na fakt. mn. G/H, f:G(S(G/H), f(g)=(g, (g(aH)=gaH ( kerf(H; G končna [G:H]=p, p(P ( H(G

G grupa a(G, red a>2 ( 

a) G Abelova ( f(x)=x-1 homomorfizem

b) ker(f:G(AutG; f(x)=(y(xyx-1))=Z(G)

c) Aut(G) netrivialna

G končna, f avtomorfizem grupe G, f2=id, f brez fiksnih točk ( G Abelova

	n
	neizo. grp. moči n
	nekomutat

	1
	{e}
	

	2
	Z2
	

	3
	Z3
	

	4
	Z4, Z2(Z2(D4
	

	5
	Z5
	

	6
	Z6
	S3(D6

	7
	Z7
	

	8
	Z8, Z4(Z2, Z2(Z2(Z2
	D8, Q8

	9
	Z9, Z3(Z3
	

	10
	Z10
	D10

	11
	Z11
	


Kategorije
Funktor G(Z(G) ne obstaja
A,B(Obj(Mn) ( A(B=A(B, če A(B=0 koprodukt(A,B)=A(B

V Ab koprodukt(A,B)=A(B

Funktor Hom (F): Kat(Mn; A(Obj(Kat) fiksen, F(X)=Hom(X,A) (kontravariantni), F(f)(g)=gof

Kolobar
Eulerjeva f-ja: ((m)=m(1-p1-1)...(1-pn-1)=p1k1-1...pnkn-1(p1-1)...(pn-1)

m=p1k1...pnkn
Fermat: p(P ap(a(p)

Euler: D(a,m)=1 ( a((m)(1(m)

I,J(P: P praideal ( IJ(P ( I(P ali J(P

P(praK a,b(K ( ab(P ( a(P ali b(P ( K/P b.d.n.

M(maxK ( M(I(K ( I=M ali I=K

K komutat. z 1 (: Mmax ( K/M obseg; Mmax(Mpra
K glavni: Ppra ( Pmax

M K-modul m(M je torzijski el. če (a(K\{0} (: am=0

M je brez torzije če 0 edini torz. el.

( proj modul je brez torzije

Urejeni obsegi

K obseg, P(K neka podmn. (: 

1) K je disj. unija P, -P, {0}

2) P+P(P

3) PP(P

Če tak P ( je obseg urejen
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