TRIGONOMETRIJA
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	30
	45
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	sin
	0
	½
	√2/2
	√3/2
	1

	cos
	1
	√3/2
	√2/2
	½
	0

	tg
	0
	√3/3
	1
	√3
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sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b

cos (a + b) = cos a cos b + sin a sin b

sin 2a = 2 sin a cos a


cos 2a = cos2a - sin2a

sin a+sin b=2sin½(a+b)cos½(a-b)

sin a-sin b=2sin½(a-b)cos½(a+b)

cos a+cos b=2cos½(a+b)(cos½(a+b)

cos a-cos b=-2sin½(a+b)(sin½(a-b)

cos a(cos b=½(cos(a+b)+cos(a-b))

sin a(sin b=½(cos(a-b)-cos(a+b))

sin a(cos b=½(sin(a+b)+sin(a-b))
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1+tg2x=cos-2x  
tg 2x=2tgx/(1-tg2x)   
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sinxcosx= 1/2 sin2x

cos2x = cos2x-sin2x = 2cos2x-1

cos2x = 1/2 (1+cos2x)

sin2x = 1/2 (1-cos2x)

	y
	sin y
	cos y

	½(-x
	cos x
	sin x

	(+x
	-sin x
	-cos x

	(-x
	sin x
	-cos x

	3x
	3sin(x)-sin3x
	4cos3x-3cosx

	-x
	-sin x
	cos x


1+2+...+n=n(n+1)/2

rn - 1 = (r -1) (rn-1 + rn-2 + … + r0 1)

an-bn=(a-b)*(an-1+an-2b+...+abn-2+bn-1)
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ODVODI: 

Def: 
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(f(g)' = f'+g'

(f(x)(g(x))' = f'(x)g(x)+f(x)(g'(x)
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(g(f(x)))' = g'(f(x))(f'(x)

	f(x)
	f'(x)
	f(x)
	f'(x)

	sin x
	cos x
	logax
	(xln a)-1

	cos x
	-sin x
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	1/((1-x2)

	tg x
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	sh x

	ex
	ex
	sh x
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	ax
	ax ln a
	th x
	ch-2 x

	ln x
	x-1
	f-1x
	1/f'(f-1x)


Rollov Izrek: f:[a,b](R zv., odvedljiva na (a,b) in f(a)=f(b) ( (c : f'(c)=0

Lagrangeov izrek: f: [a,b](R, zv. na [a,b], odvedljiva na (a,b) ( (c((a,b), da je 
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Cauchyjev izrek: Če sta f in g zv. f-ji na [a,b], odvedljivi na (a,b) in je g'(x)≠0 (x((a,b), tedaj (ξ((a,b), da je 
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L'Hopitalov izrek: Če (f',g' (x((a,b) in g(x)≠0, g'(x)≠0 (x((a,b) in limx(af(x)=0, limx(ag(x)=0 in (limx(af(x)/g(x), (limx(af'(x)/g'(x) tedaj je limx(af(x)/g(x)=limx(af'(x)/g'(x)

INTEGRAL:
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DOLOČENI INTEGRALI

Reimannova vsota: 
[image: image10.wmf]å

å

=

=

-

=

-

n

k

k

k

n

k

k

k

k

f

x

x

f

1

¸

1

1

)

(

)

)(

(

d

x

x

ξk(( xk-1, xk)

INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJ

Dx/x → log|x|

Dx/(x-a) → log |x-a|
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Dx/(x-a)n →((x-a)-n+1)/(-n+1)

(2ax+b)/(ax2+bx+c) → log(ax2+bx+c)

čudne racionalne funkcije:

·  razcep na parcialne ulomke ali:
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st(s)<st(t); f:razcepni faktorji;g,h : nerazcepni faktorji 

INTEGRIRANJE IRACIONALNIH FUNKCIJ

(R(x,
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INTEGRIRANJE TRIGONOMETRIČNIH FUNKCIJ

(R(sinx, cosx)(sode potence) → t=tg(x/2); sinx=2t/(1+t2);cosx=(1-t2)/(1+t2); dx=2/(1+t2)dt

Če sin,cos v lihih potencah:u=tgx,du=1/cos2xdx

(R(sinx)cosxdx → (R(t)dt (t = sinx)
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(p(x)sinx→per partes dokler se ne znebim  p(x)

PA ŠE NEKAJ FUNKCIJ

(R(ex)dx substit: ex = t 

(p(x) ex perpartes - polinom odvajaš dokler se ga ne znebiš

(R(x) ex → ex  = t
(R(logx)dx = (R(t)etdt (substit: logx = t)

(f(x)logxdx → perpartes log odvajam, f integriram
DOLOČENI INTEGRALI
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RISANJE: 
-----------

Funkcije: Soda:f(-x)=f(x)   Liha:f(-x)=-f(x)

ZAPOREDJA
Konvergenca:

Zap. je konv., če je naraščujoče (padajoče) in navzgor (navzdol) omejeno oz. (lim an
Vsaka neprazna množica ki je navzgor omejena ima natančno zgornjo mejo v R.
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CAUCHYjevo zap.: (konv. v polnih prostorih)

(ε>0 (n,m ≥ no velja │an - am│< ε

GEOMETRIJSKA VRSTA

n=0((aqn je konv., če je |q|<1 in (aqn=a/(1-q)

Surjekcija: (b(B (a(A: f(a)=b

Injekcija:x1(x2(f(x1)(f(x2) oz. f(x1)=f(x2)(x1=x2

Bijekcija: = inj.+surj.


LIMITA - definicija

limx(af(x)=L: (ε>0 (δ>0: |x-a|<δ(|f(x)–L|<ε limx→∞f(x)=L: (ε>0 (M:|f(x)-L|<ε čim je x>M

limx→-∞f(x)=L: (ε>0 (M:|f(x)-L|<ε čim je x<M
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LIMITA - računi

Lim (a(b) = lim a ( lim b

Lim (ab) = lim a lim b

lim xa = x lim a (x - konst)

nedef. limite: (/(, 1/(, 0/0, 0(, (-(
limx(af(x)g(x)=0 če je f zv., če je f(a)=0 in če je g omejena v okolici a

zvezne funkcije in limite lahko menjamo

ZVEZNOST

f zv. v x ( (ε>0 (δ>0: |x-y|<δ ( |f(x) - f(y)|<ε

f: [a,b](R zv., omejena ( 

  ((m, M: m<f(x)<M (x([a,b])

f(C([xo, x1]), f(xo)=m, f(x1)=M ( 

(y([m,M] (c([ xo, x1]: f(c)=y

ENAKOMERNA ZVEZNOST

f enako. zv. na I ( (ε>0 (δ>0, (x, x'(I: 

|x-x'|<δ  ( |f(x) - f(x')|<ε 

f zv. na zaprtem intervalu I ( na I enako. zv.

NARAŠČANJE, PADANJE
Ekstrem:

f: [a,b] ( R; x: f'(x) = 0; v a,b f ni odvedljiva

f pada (raste), g raste ( f ◦ g raste

f raste (pada), g pada ( f ◦ g pada

HIPERBOLIČNE FUNKCIJE
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LOGARITMI
log a+log b=log (ab);log a-log b=log (a/b); ax=b(logab=x; 2x=exlog2
PRIBLIŽKI
f (a+h) = f(a) + f ' (a)h

Risanje grafov:

1) Določimo Df, ničle, obnašanje na robu Df (limite, asimptote)

2) f'(x) ( intervali naraščanja, padanja, ekstremi, tangente na robovih Df
3) f''(x) ( intervali konveksnosti(>0), konkavnosti(<0)

Parametrične krivulje (x=x(t); y=y(t))

Narišemo kriv. x=x(t), y=y(t) (ekstr., asim...)

Narišemo kriv. v sistem xy

krivulje v pol. koord.

Lemniskata:
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r2 = 2a2cos(2()

(x2+y2)2 = 2a2(x2-y2)
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Triperesna deteljica:

r = a sin(3()

(x2+y2)2=a(3x2y-y3) 

Cassinijevi ovali:

(x2+y2)2-2a2(x2-y2)=b4-a4
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Pascalov polž

r = b+2a cos (
Kardioida:
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r = 2a(1-cos(); (x2+y2+2ax)2=4a2(x2+y2)

r [image: image46.png]


= a(1+cos()
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Decartesov list:

x3+y3-3axy=0

Krivulje podane parametrično

x=x(t); y=y(t)

Narišemo grafa x=x(t), y=y(t) (ekstremi, asimptote...)

Narišemo krivuljo v sistem xy
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Riemannov integral:

f: [a,b]( R je Riemannovo integrabilna ce: obstaja gornja limita, f je omejena, monotona omejena funkcija, zvezna
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Naj bosta f,g integrabilni na [a,b] in naj bo g povsod istega predznaka tedaj ((, (((a,b), da je a(bf(x)g(x)dx = f(()a(bg(x)dx

Posplošeni, izlimitirani integral:

1)  Funkcija je neomejena (pol) pri x=a:

a(b f(x)dx := lim((0 a+((bf(x)dx  (b>a)

f(x)=g(x)/(x-a)(
(<1, (limx(ag(x) (g omejena) ( ( a(b f(x)dx

((1, (limx(ag(x)(0 ( ne ( a(b f(x)dx

2) Integracijski interval je (
a(( f(x)dx := limb(( a(bf(x)dx 

f(x)=g(x)/x(
(>1, (limx((g(x) (g omejena) ( ( a(( f(x)dx

((1, (limx(ag(x)(0 ( ne ( a(b f(x)dx

Preverimo vse pole,ki so na [a,b]

Velja: 

vsaka poz. potenca gre hitreje(0, kot log(-(; vsaka poz. potenca gre hitreje((, kot log((
Ploščine območij omejenih s krivuljami

a) y=f(x) ( pl=1/2 a(b(xf’(x)-f(x))dx

b) x=x(t); y=y(t) ( pl=1/2 a(b(xy(-yx()dt (velja za zaključene zanke: x(a)=x(b) in y(a)=y(b))

a) r=r(() ( pl=1/2 (((r2d(
Dolžina krivulje

c) y=f(x) ( l=a(b((1+y’2)dx

d) x=x(t); y=y(t) ( l=a(b((x(2+y(2)dt

e) r=r(() ( l=(((((r(2+r2)d(
Volumen rotacijskih teles:

a) y=f(x) ( V=a(b((f(x))2dx

b) x=x(t); y=y(t) ( V=a(b(y2x(dt

c) r=r(() ( V=((((r2sin2((r(cos(-rsin()d(
Površina rotacijskih teles:

a) y=f(x) ( S=a(b2(f(x)((1+y’2)dx

b) x=x(t); y=y(t) ( S= a(b2(y((x(2+y(2)dt

c) r=r(() ( S=(((2(rsin(((r(2+r2)d(
Kriteriji za konvergenco vrst ((an, an(0):

1) Primerjalni kriterij: 

a) (bn konv., (n(n0: an(bn ( (an konv.

b) (bn diverg., (n(n0: 0(bn(an ( (an diverg.

2) Kvocientni kriterij:

Dn=an+1/an
Če ( q<1, da (n>n0 velja: Dn(q ( (an konv.

Če (n(n0 velja Dn(1 ( vrsta (an diverg.

Ko obstaja limita D=limn((Dn velja: 

D<1 ( (an konv.; 

D>1 ( (an diverg.; D=1 ( diverg. ali konv.

Opomba: (1/n diverg., (1/n2 konv.

3) Korenski kriterij

Cn=n(an
Če (q, da (n(n0 velja: Cn(q<1 ( (an konv.

Če cn(1 (n(n0 ( (an divergira
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Ko obstaja limita C=limn((Cn velja: 

C<1 ( (an konv.; C>1 ( (an diverg.; 

C=1 ( diverg. ali konv.

4) Raabejev kriterij

Rn=n(1/Dn-1)

Če (n(n0 Rn(r>1 ( (an konv.

Če (n(n0 Rn(1 ( (an diverg.

Ko obstaja limita R=limn((Rn velja: 

R>1 ( konvergira; R<1 ( divergira

5) Cauchyev integralski kriterij

f: [1,()(R, f neneg. zv. padajoča funkcija
(an konvergira ( ( 1((f(x)dx

6) Leibnizov kriterij ((an alternirajoča vrsta, t.j.sign(an+1)=-sign(an) (n)

|a1|, |a2|,... padajoče zap. z limito 0 ( (an konv.

Funkcijska zaporedja in vrste

fn: D ( R, n(N

zaporedje fn po točkah konvergira k funkcij f, če (x(D limn((fn(x)=f(x)

fn konv. proti f enakomerno na D,

če ((>0 (n>n0: (x(D: |fn(x)-f(x)|<(
fn je enakomerno zvezna, če 

sup(fn(x)( limitira proti 0, ko n(( .

Če so fn funkcije, ki enako. konv. k funkciji f, potem je f zv. funkcija

Enakomerna konvergenca: fn( f (po točkah); cn=supx(D|f(x)-fn(x)|(0 ( 

  fn enak. konv. ( f ( lim cn=0

fn: [a,b](R enak. konv. proti f:[a,b](R (
  a(bfn(a(bf (ko gre x(()

Če je funkcija S(x)=(Un(x)  zvezna na in enak. konv. na [a,b] in so vsi členi Un(x)(C([a,b]) ( vrsto smemo členoma integrirati in odvajati
Potenčne vrste

(cn(x-a)n – pot. vrsta s središčem v a; (r(0 (konv. radij)

· x((a-r,a+r) ( vrsta konv.

· |x-a|>r ( vrsta diverg.

· v krajiščih (x=r(a) ( ne vemo

· (<r: ( enak. konv. (in abs.) na [a-(, a+(]


(vsota vrste je zv. funkcija na (a-r,a+r)

· če vrsta konv. v krajišču ( tam zv.

· r=?


r=limn((|cn/cn+1|


1/r=limn((n(|cn|


1/r=limn(( sup n(|cn|=

{( (r=0); 0 (r=(); a (r=1/a}

Taylor
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f je analitična ( limn(( Rn=0 (velja f(x)=Tn).

ex=1+x+x2/2!+x3/3!+... (x(R

sinx=x-x3/3!+x5/5!-x7/7!+... (x(R

cosx=1-x2/2!+x4/4!-x6/6!+... (x(R

log(1+x)=x-x2/2+x3/3-x4/4+... (x((-1,1)

log(1-x)=-(1+x/2+x2/3+...)

arctgx = x-x3/3+x5/5-x7/7+...
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(-1<x<1)

Metrika

(M,d) je metrika, če ima določene lastnosti:

d(x,y)=0(x=y;d(x,y)=d(y,x);

d(x,z)(d(x,y)+d(y,z)

A(M ( Int(A)={a(A;(r>0 (: K(a,r)(A};

(A={a(M;(r>0:K(a,r)(A(0(
  K(a,r)((M\A)(0}; 

A je odprta ( (A(A; A je zaprta ( (A(A

(M,d) je poln ( (Cauchyevo zap. konv.

  ((lim an).

Banachovo skrčitveno načelo:

(M,d) je poln metrični prostor funkcije f:M(M, ki je krčitev, če 

( q<1 (: d(f(x),f(y))(qd(x,y) in (! x(M (: f(x)=x. (fiksna točka)

1. Zveznost
Def:
Nivojnica (izohipsa): mn. točk z istim z=f(x)=konst x(Rn
Koordinatne krivulje: x=konst ali y=konst

f zv. v x ( 

  (ε>0 (δ>0: ||x-y||<δ ((y |f(x) - f(y)|<ε

Radialne limite: limr(0f(r,()=L( (( fiksen)

f zv. ( vse radialne limite enake 

   (obratno ni res!!!)

Kandidat za vrednost limite v (x,y): limx(0,y=0f(x)

2. Diferenciabilnost
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Def: f:Rn(Rm diferenciabilna v notranji točki a ( (Rn(Rm (lin.): 

  lim h(0 ||f(a+h)-f(a)-L(h)||/||h|| = 0
Izrek: f:Rn(Rm je diferenciabilna ( diferenciabilne vse njene koord. f-je f1, …, fm
Izrek: (Df(a) ( f parc. odvedljiva v a in Df(a)(h)=((f/(xi(a)hi  (i=1...n)

Izrek: f parc. odvedljiva (v vseh koord. f-ijah) v okolici a in parc. odvodi zv. ( diferenc. v a

Izrek: f diferenciabilna v notr. točki a(D, f(a)=b(D' notr. točka in g difer. v b ( gof difer. v A in DF(a)=(Dg)(f(a))o(Df)(a)
Izrek (Schwarzev) o zamenjavi: 
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Banachovo skrčitveno načelo: (M,d) poln, f: M(M, f skrčitev (d(f(x),f(y)) ( qd(x,y) 0(q<1) ( (!x0:f(x0)=x0 (negibna točka)

Uporabno: d(f(x),f(y)) = |f'(()d(x,y)|

f skrčitev ( (q 0<q<1 (: |f'(x)|(q (x(IntA

(M,d) kompakten, f:M(M (:

   d(f(x),f(y))<d(x,y) ( f ima fiksno točko, f zv.

(M kompakten ( vsako zap. v M ima stekališče v 
M) ( M poln prostor

Jacobijeva matrika: 
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Izrek o inverzni funkciji: f: D(Rn, D(Rn odprta, a(D; Df(a):Rn(Rn; det Df(a) ( 0 ( ( U,V(Rn odprti, a(U , da f|U difeomorfizem (velja tudi: (Df|U)-1(y) = ((Df|U)(x))-1 )

Def: f je Cr difeomorfizem: f-1: V(U je Cr preslikava (r krat diferenciabilna)

Izrek o implicitni funkciji:

f(Ck: Rm+n(Rn (f: (1((2(Rn; (1, (2 odprti) f(a,b)=0 a=(a1, …, am), b=(b1, …, bn)

Jyf (a,b) neizrojena matrika (izomorfizem) ( 

( okolica U1(U2((1((2 od (a,b) (: (x(U1: f(x,y)=0 ( y=((x) (((Ck)

Dopolnilo: (J()(a)=-(Jyf(a,b))-1(Jxf(a,b) 

(b=((a))

(J()(a)=[(a/dx (b/dx]T (če y=(a,b))

Gladka mnogoterost: M(Rn je m dimenzionalna mnogoterost razreda Cr, če se da v okolici vsake točke a(M množica M izraziti kot graf m spremenljivk.

x=(x1, …, xn), a=(a1, …, am)(M

((xi1, …, xim) (: xj=gj(xi1, …, xim) 

(j({i1, …, im}

Izrek: če je rang JF(a) (F(Cr) maksimalen 

(n-m) (a(M, potem je M Cr mnogoterost reda m.

f-1(0,0) je isto kot f(x)=(0,0)

Taylor

f: Rn(R f(Cr+1 (v okolici a)

h = (h1, ..., hn)


[image: image36.wmf]å

å

å

=

-

-

=

+

+

+

=

¶

¶

¶

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

¶

¶

¶

=

<

<

+

+

=

+

=

+

k

j

j

k

j

j

k

j

k

k

k

j

j

j

n

j

j

n

j

k

n

k

r

r

r

k

r

k

h

h

y

x

f

j

k

f

D

n

za

h

h

x

x

f

j

j

k

f

D

h

a

f

D

r

R

R

a

f

D

k

h

a

f

n

n

n

0

2

1

...

1

1

1

1

0

...

...

:

2

...

...

!

!...

!

1

0

);

(

)!

1

(

1

)

(

!

1

)

(

1

1

1

J

J


Lokalni ekstremi

f(x1, ..., xn) odvedljiva v okolici a: v a lokalni

  ekstrem ( vsi parc. odvodi enaki 0 

  (v a kritična točka)

Gledamo: notranjost D (kritične točke),

  rob D  (gledamo posebej)

Hessejeva matrika: 
[image: image37.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

=

)

(

...

)

(

)

(

...

)

(

)

(

2

1

2

1

2

1

1

2

a

x

x

f

a

x

x

f

a

x

x

f

a

x

x

f

a

Hf

n

n

n

n


če Hf(a) poz. definit. (Hf(a)>0) (di>0) ( 

  v a je lok. min. (di - glavne poddeterminante)

če Hf(a) neg. definit. (Hf(a)>0) (d1<0, d2>0, …)

  ( v a je lok. max.

za 2(2 matriko: (Hf>0 ( det B>0, a>0) in (Hf<0 ( det B>0, a<0) 

Vezani ekstremi

((f)(a)=(grad f)(a)=[(f/(x1(a), …, (f/(xn(a)]

Tangentni prostor TaM=prostor vektorjev 

  (grad  f)(a) (če M mnogoterost so lin. neodv.)

f(x1, …, xn) Z veznimi ekstremi iščemo lokalni

  ekstrem funkcije f|M.

g1(x1, …, xn)=0, …, gm(x1, …, xn)=0 

  (vezi - podajajo mnogoterost M!!! če ni 

  mnogoterost postopek ne pove ničesar)

Postopek: L(x1,..., xn):=f(x1,..., xn)-(1g1(x1,..., xn)-...- (mgm(x1,..., xn)

  L - Langrange-ova funkcija, 

  (I Lagrange-ovi množitelji

Če je v a(M lok. ekstrem za f|M je 

  a stacionarna točka L.

Dalje isto kot pri lokalnem ekstremu (upoštevamo tudi, da morajo veljati vse enačbe gi).

II Zveznost, odvajanje in integriranje integralov

Def: Mn. X(Rn je lok. zaprta, če (x(X ( r>0, da je X(
[image: image38.wmf]K

(x,r) zaprta v Rn (vse zap., odp. in zap(odp. mn.)

Izrek: f(C(X([a,b]), Xlok. zaprta(Rn, g(x,u,w)=u(wf(x,t)dt ( g(C(X([a,b]([a,b])

Izrek: f(C([a,b]([c,d]) ( c(ddxa(bf(t,x)dt=a(bdtc(df(t,x)dx

Izrek: Jodp(R, f(C(J([a,b]); ( zv. (f/(x; F(x)=a(bf(x,t)dt ( 

a) F(C1(J); F'(x) = a(b(f/(x(x,t)dt

b) (,((C1: J([a,b]; I(x)=((x)(((x)f(x,t)dt ( I(C1(J); I'(x)=((x)(((x)(f/(x (t,x)dt+f(((x),x)('(x) - f(((x),x)('(x) 
Posledica: Godp(Rn; f(C(G([a,b]); ( zv. (f/(xj; F(x)=a(bf(t,x1, ..., xn)dt ( F(C1(G) in (F/(xj(x)=a(b(f/(xj(t,x)dt

Oznaka: c(ddxa(bf(t,x)dt=c(d[a(bf(t,x)dt]dx

2. Izlimitirani nepravi integrali
Def: X-mn.; f:X([a,(](R; (x(X f|x([a,(](C; (x(X (a((f(x,t)dt ( a((f(x,t)dt na X enako. konv., če ((>0: 

(b0([a,() (: (b>b0 b((f(x,t)dt<( za vse x(X

Izrekec: X-mn.; f:X([a,(); (x(X f|x([a,(](C. Naj (((C:[a,() 
[image: image39.wmf]a

R (:|f(x,t)|(((t), a(t(( (x(X in naj a((((t)dt konvergira ( a((f(x,t)dt enak. konv. na X.

Izrek: f(C(X([a,(]), Xlok. zap. mn.(Rn, F(x)=a((f(x,t)dt lok. enak. konv.( F(C(X).

Izrek: f(C([a,b]([c,d]) F(x)= a((f(t,x)dt enak. konv. ( c(ddx a((f(t,x)dt)=a((dt c(df(t,x)dx

Izrek: Jodp(R; f(C(J([a,()); ( zv. (f/(x; F(x)=a((f(t,x)dt konv. (x(J in a(((f/(x(t,x)dt lok. enak. konv. na J

 ( F(C1(J) in F'(x)=a(((f/(x(x,t)dt

Posledica: Godp(Rn; f(C(G([a,()); ( zv. (f/(xj; F(x)=a((f(t,x)dt konv. (x(G in a(((f/(xi(t,x)dt lok. enak. konv. 

( F(C1(G) in (F/(xj(x)=a(b(f/(xj(t,x)dt

3. Eulerjeva gama in beta funkcija
Gama funkcija: ((x):= 0((tx-1e-tdt (x>0)

Beta funkcija: ((x,y)= 0(1tx-1(1-t)y-1dt (x>0, y>0)

((C( in 

((k)(x)= 0(((k/(xk(tx-1e-t)dt=0((tx-1(log(t))ke-tdt

limx(0+((x)=(, limx((((x)=(
((x+1)=x((x) (x>0)

((n)=(n-1)! za n(N

((x,y)=((x)((y)/((x+y)

p((0,1): ((p) ((1-p)=(/sin((p)

(2(1/2)=(, ((1/2)=((
Opomba: za relacijo ((x+1)=x((x) lahko definiramo ((x) tudi za x<0: 

-1<x<0: ((x)=((x+1)/x, 

-2<x<-1: ((x)=((x+1)/(x(x+1))...

III Riemannov integral v Rn
Def: ai<bi; ( zaprt kvader:=[a1,b1](...([an,bn], odprt kvader:=(a1,b1)(...((an,bn)

Def: A(Rn. Karakteristična f-ja: XA:Rn(R, XA={1:x(A; 0:x(A}.

Def: Omejena mn. A(Rn ima volumen (je Jordanovo merljiva), če je XA integrabilna. Volumen A je v(A)=(RnXA
Def: a) Omejena mn. A(Rn ima volumen 0 če velja v(A)=0.

b) Mn. A(Rn ima mero 0, če ((>0 (P1,...(Rn, Pi kvadri (: (i=1...(Pi(A in (iv(Pi)<(. (Pi kvader)

Opomba: Omejena mn. A ima volumen 0 ( ((>0 (P1,..., Pn(Rn (: A(P1(...(Pn in (iv(Pi)<(
Trditev: Števna unija mn. z mero 0 ima mero 0.

Opomba: Točka {a} ima mero 0 (in volumen 0).

Opomba: Če ima mn. volumen 0 ima tudi mero 0, obratno velja le za kompaktne mn.

Izrek (Lebesgue): P kvader, f omejena f-ja na P ( (f integrabilna ( množica točk nezveznosti f ima mero 0)

Posledica: Omejena mn. A ima volumen ( rob A ((A) ima mero 0.

Posledica: A(Rn omejena mn., ki ima volumen ( omejena f-ja f: A(R s končno ali števno točkami nezveznosti je integrabilna na A.

Def: Naj bo h definirana v okolici točke x0. Oscilacija f-je h v x0 je O(h,x0)=inf{sup{h(x1)-h(x2):x1, x2(U}: U okolica točke x0}

Trditev: Oscilacija h v x0 je enaka 0 ( h zv. v x0
Izrek: Naj bo A omejena mn. in f:A(R omejena integrabilna f-ja. Potem:

1) če ima A mero 0 je (Af(x)dx=0

2) če je f(0 in (Af(x)dx=0, ima mn. {x(A: f(x)(0} mero 0
2. Lastnosti integrala

Izrek: Naj bosta A,B(Rm omejeni podmn., c(R, f,g:A(R integrabilni f-ji. Tedaj:

a) funkcija f+g integrabilna in (A(f+g)= (Af+(Ag

b) cf integrabilna in (Acf=c(Af

c) če je f(x)(g(x) (x(A potem je (f((g

d) |f| integrabilna in |(Af|((A|f|

e) Če je A ima volumen in je m(f(x)(M (x(A ( mv(A)((Af(Mv(A)

f) f(C(A) in A kompaktna povezana in ima volumen ( (x0(A: 1/v(A)(Af(x)dx=f(xo)v(A) (izrek o povprečni vrednosti)

g) f: A(B(R in A,B taki, da ima A(B mero 0 in so f|A, f|B, f|A(B integrabilne ( f integrabilna na A(B in (A(Bf=(Af+(Bf

Izrek (Fubinijev): A(Rn in B(Rn kvadra, f integrabilna na A(B. f(x(A,y(B). Za (x(A, (y(B definiramo: fx(y):=f(x,y) (fx:B(R) , fy(x):=f(x,y) (fy:A(R). Če je fx integrabilna na B za (x(A, velja: (A(Bf=(A((Bf(x,y)dy)dx. Če je fy integrabilna na A za (y(B, velja: (A(Bf=(B((Af(x,y)dx)dy.

Posledica: Naj bosta A(Rnm B(Rm kvadra in f:A(B(R zv. f-ja. Potem velja: (A(Bf=(A((Bf(x,y)dy)dx=(B((A(f(x,y)dx)dy

Posledica: Naj bo P zaprt kvader v Rn-1 in (, (: P(R zvezni (: ((x)(((x), (x(P. Naj bo A={(x,y): x(P, ((x)(y(((x)}(Rn. Če je f:A(R zv. velja: (Af=(P[((x)(((x)f(x,y)dy]dx

Posledica: Naj bo D(Rn odprta mn. katere rob je iz končnega števila gladkih kosov. Naj bosta na D definirani omejeni zv. f-ji ( in (, da je ((x)<((x) (x(D. Najk bo f omejena zv. f-ja na A. A={(x,y)(Rn: ((x)(y(((x), x(D}. Tedaj je f integrabilna na A in velja: (Af=(D[((x)(((x)f(x,y)dy]dx

3. Zamenjava spremenljivke v integralu

Izrek: Naj bo A(Rn omejena mn. z volumnom in naj bo f:A(R integrabilna na A. Tedaj je f|intA integrabilna in velja: (Af=(intAf.

Izrek: Naj bo D(Rn odprta, g:D(Rn injektivna preslikava razreda C1 in funkcija x
[image: image40.wmf]a

J(g) naj bo omejena b=g(D) in obe mn. B in D naj imata volumen. Naj bo A(B mn. z volumnom in f:A(R integrabilna. Tedaj je (g-1(A)(fog)|J(g)|=(Af.

Primeri:

Vaje - zamenjava spremenljivke: F:Rn(Rn, F=(f1,...,fn), xi=fi(u1,...,un), F difeomorfizem 

( (D(f(x1,...,xn)dx1...dxn=

  =(((f(u1...un) |det(JF)|du1...dun
Polarne koor. v R2: 

g(r,()=(rcos(, rsin()=(x,y), 

|Jg|=r (0<r<(, 0((<2()

Cilindrične koord. v R3: 

g(r,(,z)=(rcos(, rsin(, z)=(x,y,z), 

|Jg|=r (0<r<(, 0((<2(, z(R)
Polarne koord. v R3: 

g(r,(,()=(rcos(cos(, rcos(sin(, rsin()=(x,y,z), |Jg|=r2cos( (0<r<(, 0((<2(, -(/2((((/2)
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