Predavanja 

II Zveznost, odvajanje in integriranje integralov

Def: Mn. X(Rn je lok. zaprta, če (x(X ( r>0, da je X(
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(x,r) zaprta v Rn
Izrek:  Naj bo I=[a,b], X lok. zaprta mn. v Rn in f:I(X ( R zv. f-ja. Tedaj je f-ja: G:X(I(I(R definirana kot G(x,u,w) = u(wf(t,x)dt zv.

Posledica: Naj bo Xlok. zaprta(Rn in f:[a,b](X(R zv. f-ja. Tedaj je F(x)= a(bf(t,x)dt zv. f-ja na X.

Izrek: Naj bo J(R odprt interval, f:[a,b](J(R zv. f-ja. Naj ((t,x)([a,b](J obstaja (f/(x(t,x) in naj bo (t,x)
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 (f/(x(t,x) zv. f-ja na [a,b](J. Tedaj velja:

a) f-ja x
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F(x)= a(bf(t,x)dt je v C1(J) in F'(x)= a(b(f/(x(t,x)dt

b) za poljubni zv. odvedljivi f-ji (,(: J([a,b] je f-ja x
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G(x)= ((x)(((x)f(t,x)dt v C1(J) in velja G'(x)=f(((x),x)('(x)-f(((x),x)('(x)+ ((x)(((x)(f/(x (t,x)dt

Posledica: Naj bo G odprta v Rn, f:[a,b](G ( R naj bo zv. f-ja. Naj ((t,x)([a,b](G obstajajo (f/(xj(t,x) in naj bodo zv. f-je na [a,b](G. Tedaj je f-ja x=(x1, ..., xn)=x(F(x)= a(bf(t,x)dt= a(bf(t,x1, ..., xn)dt v C1(G) in (F/(xj(x)= a(b(f/(xj(t,x)dt (1(j(n)

Izrek: Naj bo f zv. f-ja na [a,b]([c,d] in F(x)= a(bf(t,x)dt (vemo že F:[c,d](R zv.). Tedaj je c(dF(x)dx=a(b[c(df(t,x)dx]dt t.j.: c(ddxa(bf(t,x)dt= a(bdtc(df(t,x)dx

Oznaka: c(ddxa(bf(t,x)dt= c(d[a(bf(t,x)dt]dx

Opomba: Integrala c(ddxa(bf(t,x)dt in a(bdtc(df(t,x)dx imenujemo dvakratna integrala. Izrek torej pove, da sta pri zv. f-ji na [a,b]([c,d] ta dvakratna integrala enaka.

2. Izlimitirani nepravi integrali
Def: Naj bo X neka mn. in f:[a,(](X(R funkcija, ki je (x(X zv. na [a,(] v prvi spremenljivki. Naj za (x(X (a((f(t,x)dt. Pravimo, da a((f(t,x)dt na X enakomerno konvergira, če ((>0: (b([a,() da za (c>b velja: | a((f(t,x)dt- 0(cf(t,x)dt|<( za vse x(X, t.j. c((f(t,x)dt<( za vse x(X.

Opomba: Važno je torej, da je ob danem ( mogoče izbrati isti b za (x(X

Izrekec: Naj bo X mn., f:[a,()(X f-ja, da je t(f(x,t) zv. na [a,(] (x(X. Naj ( zv. f-ja (:[a,() 
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R, da je |f(t,x)|(((t), a(t(( (x(X in naj a((((t)dt konvergira. Tedaj a((f(t,x)dt konvergira enak. na X.

Izrek: Naj bo X(Rn lok. zaprta mn., f:[a,(](X(R zv. f-ja in naj integral a((f(t,x)dt konvergira lokalno enakomerno na X (t.j.: (y(X (r>0, da a((f(t,x)dt konv. enak. na 
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(y,r)). Tedaj je x
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a((f(t,x)dt zv. f-ja na X.

Izrek: Naj bo f:[a,(]([c,d] ( R zv. f-ja. Če je F(x)= a((f(t,x)dt enak. konv. tedaj je (F zv. f-ja) c(dF(x)dx(=c(ddx a((f(t,x)dt)=a((dt c(df(t,x)dx

Izrek: Naj bo J(R odprt interval in f-ja f:[a,()(J(R zv., naj bo parcialno odvedljiva na drugo spremenljivko x in (f/(x:[a,()(J(R naj bo zv. f-ja. Naj integral F(x)= a((f(t,x)dt konv. (x(J in naj a(((f/(x(t,x)dt lok. enak. konv. na J. Tedaj je F(C1(J) in F'(x)=a(((f/(x(t,x)dt

Posledica: Naj bo G odprta v Rn in naj bo f:[a,()(G(R zv. Naj obstajajo (f/(xi povsod na [a,()(G in naj bodo zvezni. Naj za (x(G konv. a((f(t,x)dt in naj za (i 1(i(n, integral a(((f/(xi(t,x)dt konv. lok. enak. na G. Tedaj je F(x)= a((f(t,x)dt parcialno odvedljiva za (xi 1(i(n, odvod je zv. na G in velja  (F/(xi=a(((f/(xi(t,x)dt

3. Eulerjeva gama funkcija
Def: Za x>0 definiramo Eulerjeva gama funkcijo z integralom ((x):= 0((tx-1e-tdt

Velja: 1) ((C( in ((k)(x)= 0(((k/(xk(tx-1e-t)dt=0((tx-1(log(t))ke-tdt

2) limx(0+((x)=(
3) ((x+1)=x((x) (x>0)

Opomba: Tudi limx((((x)=(
Opomba: ((n)=(n-1)! za n(N

Opomba: za relacijo ((x+1)=x((x) lahko definiramo ((x) tudi za x<0

-1<x<0: ((x)=((x+1)/x

-2<x<-1: ((x)=((x+1)/(x(x+1))

(iz vaj: p((0,1): ((p) ((1-p)=(/sin((p); (2(1/2)=(; ((1/2)=(()

4. Eulerjeva beta funkcija

Def: za x>0, y>0 definiramo: ((x,y)= 0(1tx-1(1-t)y-1dt

Opomba: Integral res konv., zato je def. dobra.

Opomba: Nova spremenljivka s=t-1 pokaže, da je ((x,y)=((y,x)

Lema: ((x,y)= 0((sx-1/(1+s)x+yds

Izrek: ((x,y)=((x)((y)/((x+y)

III Riemannov integral v Rn
Def: ai<bi; ( zaprt kvader:=[a1,b1](...([an,bn]={(x1,...,xn):ai(xi(bi (i 1(i(n}, odprt kvader:=(a1,b1)(...((an,bn) v Rn
Def: Volumen kvadra [a1,b1](...([an, bn] je produkt dolžin stranic, t.j. (b1-a1)...(bn-an)

Označimo m(f,P)=inf{f(x):x(P}, M=sup{f(x):x(P}

Def: Naj bo f omejena f-ja na kvadru D in naj bo D delitev kvadra D. Spodnja vsoto: s(f,D)=(P(Dm(f,P)v(P) in zg. vsoto: S(f,D)=(P(DM(f,P)v(P) imenujemo sp. in zg. Darboux-jeva vsota za f-jo f na kvadru D pri delitvi D.

Def: Naj bosta D in D' delitvi kvadra D. D' je finejša od D, če je vsak kvader iz D' vsebovan v nekem kvadru iz D.

Def: Omejena f-ja f je na kvadru D integrabilna (po Darboux-u) če je s=S. Integral I=s=S. Pišemo I=(Df=(Dfdx=((D...(f(x1, ..., xn)dx1...dxn
Naj bo f def. in omejena na omejeni mn. 0(A(Rn. Torej je vsebovana v nekem kvadru P. Razširimo f na f' da je f'(x):={f(x), če x(A; 0, če x(P/A}

Def: f je integrabilna na A če je f' integrabilna na P. Definiramo (Af=(Pf'

Opomba: integrabilnost in integral sta neodvisna od velikosti P, da le vsebuje A.

Izrek: Naj bo f realna omejena f-ja na kvadru P. Tedaj so ekvivalentne naslednje trditve:

a) funkcija f je integrabilna v smislu definicije zgoraj in njen integral je enak I

b) obstaja I z lastnostjo: ((>0 ((>0, da za vsako delitev P na kvadre P1,...,Pn z robovi krajšimi od ( in za vsako izbiro točk x1(P1, ..., xn(Pn velja: |(i=1..nf(xi)v(Pi)-I|<(
c) ((>0 ( taka delitev D( kvadra P, da je S(f,D()-s(f,D()<(
Opomba: vsoto (i=1..nf(xi)v(Pi) imenujemo Riemannova vsota f-je f za delitev P1,...,Pn in za izbiro točk x1, ..., xn.

Opomba: Pogoju b) bi lahko rekli integrabilnost po Riemannu in številu I Riemannov integral. Integrabilnost (po Riemannu) bi lahko definirali kot b) zgoraj (to bi bila najbolj naravna def. z vidika uporabe)

Def: Naj bo A(Rn. Karakteristična f-ja mn. A XA:Rn(R definiramo kot: XA={1:x(A; 0:x(A}.

Def: Omejena mn. A(Rn ima volumen, če je XA integrabilna. Volumen A je v(A)=(RnXA
Opomba: integral je (PXA, kjer je P tako velik kvader, da vsebuje vso mn. A.

Opomba: Če ima mn. volumen, pravimo tudi, da je Jordanovo merljiva.

Opomba: Če je P odprt kvader (a1, b1)(...((an, bn) ima volumen (b1-a1)...(bn-an). Velja seveda: v(P)=v(Cl(P))

Def: a) Omejena mn. A(Rn ima volumen 0 če velja v(A)=0.

b) Mn. (ne nujno omejena) A(Rn ima mero 0, če za ((>0 (P1,P2,...(Rn kvadri z lastnostjo: (i=1...(Pi(A in (iv(Pi)<(.

Opomba: Omejena mn. A ima volumen 0 ( ((>0 (P1, ..., Pn(Rn (: A(P1(...(Pn in (iv(Pi)<(
Trditev: Števna unija mn. z mero 0 ima mero 0.

Opomba: Točka {a} ima mero 0 (in volumen 0).

Trditev: V def. mn. z mero 0 lahko zaprte kvadre nadomestimo z odprtimi kvadri.

Opomba: Če ima mn. volumen 0 ima tudi mero 0, obratno velja le za kompaktne mn.

Izrek (Lebesgue): Naj bo P kvader in f omejena f-ja na P. Tedaj je f integrabilna na P ( množica točk nezveznosti f ima mero 0.

Posledica: Omejena mn. A ima volumen ( rob A ((A) ima mero 0.

Posledica: A(Rn omejena mn., ki ima volumen. Omejena f-ja f: A(R s končno ali števno točkami nezveznosti je integrabilna na A.

Def: Naj bo h definirana v okolici točke x0. Oscilacija f-je h v x0 je O(h,x0)=inf{sup{h(x1)-h(x2):x1, x2(U}: U okolica točke x0}

Trditev: Oscilacija h v x0 je enaka 0 ( h zv. v x0
Izrek: Naj bo A omejena mn. in f:A(R omejena integrabilna f-ja. Potem:

1) če ima A mero 0 je (Af(x)dx=0

2) če je f(0 in (Af(x)dx=0, ima mn. {x(A: f(x)(0} mero 0
2. Lastnosti integrala

Izrek: Naj bosta A,B(Rm omejeni podmn., c(R, f,g:A(R integrabilni f-ji. Tedaj:

a) funkcija f+g integrabilna in (A(f+g)= (Af+(Ag

b) cf integrabilna in (Acf=c(Af

c) če je f(x)(g(x) (x(A potem je (f((g

d) |f| integrabilna in |(Af|((A|f|

e) Če je A Jordanovo merljiva (ima volumen) in je m(f(x)(M (x(A, velja: mv(A)((Af(Mv(A)

f) če je f zv. na A in A kompaktna povezana Jordanovo merljiva mn., potem obstaja x0(A: 1/v(A)(Af(x)dx=f(xo)v(A) (izrek o povprečni vrednosti)

g) f: A(B ( R in A,B taki, da ima A(B mero 0 in so f|A, f|B, f|A(B integrabilne , je f integrabilna na A(B in (A(Bf=(Af+(Bf

Fubinijev izrek: To so izreki, ki nam integral v Rn+m prevedejo na integrale v Rn in Rm
Izrek: Naj bosta A(Rn in B(Rn kvadra, ter f funkcija integrabilna na A(B. Pišemo f(x,y), x(A, y(B. Za (x(A, (y(B definiramo: fx(y):=f(x,y) (fx:B(R) , fy(x):=f(x,y) (fy:A(R). Če je fx integrabilna na B za (x(A, velja: (A(Bf=(A((Bf(x,y)dy)dx. Če je fy integrabilna na A za (y(B, velja: (A(Bf=(B((Af(x,y)dx)dy.

Posledica: Naj bosta A(Rnm B(Rm kvadra in f:A(B(R zv. f-ja. Potem velja: (A(Bf=(A((Bf(x,y)dy)dx=(B((A(f(x,y)dx)dy

Posledica: Naj bo P zaprt kvader v Rn-1 in (, (: P(R zvezni (: ((x)(((x), (x(P. Naj bo A={(x,y): x(P, ((x)(y(((x)}(Rn. Če je f:A(R zv. velja: (Af=(P[((x)(((x)f(x,y)dy]dx

Opomba: n-terni integral lahko na ta način reduciramo na reševanje enojnih integralov

Posledica: Naj bo D(Rn odprta mn. katere rob je iz končnega števila gladkih kosov. Naj bosta na D definirani omejeni zv. f-ji ( in (, da je ((x)<((x) (x(D. Najk bo f omejena zv. f-ja na A. A={(x,y)(Rn: ((x)(y(((x), x(D}. Tedaj je f integrabilna na A in velja: (Af=(D[((x)(((x)f(x,y)dy]dx

3. Zamenjava spremenljivke v integralu

Izrek: Naj bo A(Rn omejena mn. z volumnom in naj bo f:A(R integrabilna na A. Tedaj je f|intA integrabilna in velja: (Af=(intAf.

Izrek: Naj bo D(Rn odprta, g:D(Rn injektivna preslikava razreda C1 in funkcija x
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J(g) naj bo omejena b=g(D) in obe mn. B in D naj imata volumen. Naj bo A(B mn. z volumnom in f:A(R integrabilna. Tedaj je (g-1(A)(fog)|det(Jg)|=(Af.

Primeri:

Polarne koor. v R2: g(r,()=(rcos(, rsin(), |det(Jg)|=r (0<r<(, 0((<2()

Cilindrične koord. v R3: g(r,(,z)=(rcos(, rsin(,z), |det(Jg)|=r (0<r<(, 0((<2(, z(R)
Polarne koord. v R3: g(r,(,()=(rcos(cos(, rcos(sin(, rsin(), |det(Jg)|=r2|cos(| (0<r<(, 0((<2(, -(/2((((/2)

4. O uporabi dvojnega in trojnega integrala

Ploščina: (D(1dxdy

Masa plošče: (D(((x,y)dxdy

Težišče plošče: xT=(D(x((x,y)dxdy/m yT=(D(y((x,y)dxdy/m (m=(D(((x,y)dxdy)

Vztrajnostni moment plošče: J=((D((z2+y2)((x,y,z)dxdy, (D((z2+x2)((x,y,z)dxdy, (D((x2+y2)((x,y,z)dxdy

Prostornina območja v R3: v(D)= (D((1dxdydz

Opomba: vse formule veljajo tudi za splošnejše funkcije gostote ((x,y,z) ki niso nujno zv. (nezvezne vzdolž gladke krivulje ali gladke ploskve)
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