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Sheme pravil sklepanja v HI:
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Izreki teorije HI:
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Izpeljave s hipotezami
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Izjavni račun

Jezik izjavnega računa (JI): 

· abeceda (AI) (vezniki (so resničnostno funkcionalni - opredeljeni z resničnostno tabelo), izj. črke (pi), pomožna znaka "()")

· formule (ForI) (pi(ForI; ((ForI ( (((ForI; (,((ForI ( ((((ForI)

Indukcija po kompleksnosti formule: F(p)=?, F((()=?, F(((()=? (pr.: štetje predikatov: F(p)=1, F((()=F((), F(((()=F(()+F(())
Valuacija je funkcija v: ForI ( {0,1} (v(p)({0,1}; v((()=1 ( v(()=0 itd.)

Lukasiewicz: v: ForI({0,1/2,1} (v(p)({0,1/2,1}; v((()=1-v((); v(((()=min{v((), v(()}; v(((()=max{v((), v(()}; v(((()=max{1-v((), v(()}; v((+()=min{v(()+v((),1}; (*((((((+((); ([image: image38.png]
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Resničnostni pogoj: ((ForI je pri dani v resnična ( v(()=1. v(()=1 ( v model formule ( (pišemo: v[image: image39.png]


(). Razred valuacij(Val.

Ekvivalenca formul: ((( ( v(()=v(() (v(Val

Teorem o zamenjavi ekvivalentnih formul (substituciji): G,H,H'(ForI; H podformula G; H(H'(G(G' (G' nastane po zamenjavi 1 ali več H v G s H')

Vsaka formula se da zapisati v KNO ((i(j pi,j), DNO ((i(j pi,j) obliki.
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Resničnostna funkcija je f-ja fn: {0,1}n({0,1} kjer n(N in {0,1} mn. resničnostnih vrednosti

Funkcionalna popolnost (f.p.) izjavnega računa: za vsako resničnostno f-jo fn ( formula ( v JI: v(((p1, ... ,pn))=fn(v(p1), ..., v(pn)) (v(Val.

Mn. f.p. veznikov ((velja teorem o f.p.): {(,(,(}, {(,(}, {(,(}, {(,(}, {(}, {(} (št. neekvival. formul z uporabo f.p. veznikov=2^(2^n))
Ekvivalence formul: ((((((((((()(((((((); ((((((((((()(((((((((()((((()((((()(((((); ((((((()(((((); ((((((((; (((((((()( ((((); 
Teorija izj. računa v Hilbertovem slogu: HI je mn. izrekov dokazljivih v aksiom. sestavu (aksiom. sheme in sheme pravil sklepanja) v Hilb. slogu. 

Dokazi z indukcijo po dolžini dokaza formule (.

Formula ((ForI je izpeljiva iz mn. hipotez Hi(ForI (H1, ..., Hn [image: image40.png]


 () če ( zap. formul F1, ...,Fn(ForI tako da Fi({aksiom, hipoteza, sklep MP, (}. ( se imenuje izpeljanka, zaporedje formul pa izpeljava iz hipotez. ( izpeljiva iz prazne mn. hipotez se imenuje izrek teorije HI, izpeljava pa dokaz. 

Teorem o zdravju (teorije HI glede na Val): (((ForI velja: [image: image41.png]
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Posplošeni teorem o zdravju (teorije HI glede na Val): (((ForI velja: H1, ..., Hn [image: image43.png]
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(, kar pomeni (v(Val: če v[image: image45.png]
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Teorem o izpeljavi: (H1, ..., Hk [image: image47.png]
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Teorem o popolnosti (teorije HI glede na Val): ( ((p1, ... ,pn)(ForI velja  če [image: image49.png]


( potem [image: image50.png]


 (
Teorija T je odločljiva ( obstaja algoritem (končna metoda), s katerim je za ( formulo ( pripadajočega jezika moč odločiti ali je ( izrek dane teorije TI (teorije HI je odločljiva)

Teorija T je protislovna (če ((Abecede) ( ( ( formula [image: image51.png]
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 (( (v protislovni teoriji je dokazljiva vsaka formula)
Predikatni račun (I. reda) – P

Jezik predikatnega računa (JP): 

· AP (vezniki, konstante (ci), spremenljivke (xi), predikati (Pi(n) različnih mestnosti), pomožna znaka "()", kvantifikatorja univerzalni (, eksistencialni ()

· ForP (P(n)(t1,...,tn)(ForP; (,((ForP ( ((,((o()(ForP; ((ForP, x(AP ( (x(,(x((ForP)

Def: Naj bo (x( ((x() podformula ( ( ( je doseg (domet) kvantifikatorja (x ((x) v (.

Def: Nastop x v ( je prost  ( ni vezan ( ni v dometu kvantifikatorja

Def: Stavek := formula brez proste spremenljivke.

M=<D,I> je model jezika, D(0 mn.; I f-ja: I(c)=d(D (c - konstanta), I(P(n))=R(n)(Dn 

(I ne prireja vrednosti spremenljivkam; P(n)- n mesten predikat; R(n) - n mestna relacija)

[.]M,g: Terms (spremenljivke+konst.) ( D; [t]= {I(c):t=c oz. g(x):t=x}; g[x(d]={g(y):y(x oz. d:y=x}

Def: vM,g: ForP({0,1} (vM,g(P(n)(t1,...,tn))=1 ( ([t1]M,g,...,[tn]M,g)(R(n); vM,g((()=1 ( vM,g(()=0; vM,g((x()=1 ( za vsak d(D: vM,g[x(d](()=1; vM,g((x()=1 ( obstaja d(D: vM,g[x(d](()=1)

(  (x(P(x)(Q(x)) ( za vsak d(D: vM,g[x(d](P(x) (Q(x))=1 ( za vsak d(D: vM,g[x(d]P(x)=1 in  vM,g[x(d]Q(x)=1 ( (d(D: d(I(P) in d(I(Q)

((ForP je pri dani v (glede na M, g) resnična ( vM,g(()=1
če je vM,g(()=1 (g (vM(()=1)( M[image: image53.png]


(, ( je resnična v modelu M

če je vM(()=1 (M (v(()=1)( [image: image54.png]


(, ( je univerzalno veljavna

(,((ForP sta semantično ekvivalentni ( vM,g(()=vM,g(() (M,g

TEORIJA MNOŽIC - ZFC

f: Df(Kf  ((x(x(Df((!y(y(Kf in y=f(x))

(x,y)={{x},{x,y}}

Aksiom ekstenzionalnosti: Mn. X in Y sta enaki ( imata iste el. ((X(Y((x(x(X(x(Y)(Y=X)

Def: X je v relaciji podmnožice z Y, X(Y ( vsak el. X je tudi el. Y (X(Y ( (x(x(X(x(Y))

Def: Prazno mn. := mn. brez el. = (
Aksiom o podmnožici: Za ( mn. X, ( lastnost L(x) ( mn. S={x(X: L(x)}

Aksiom o paru (izpeljiv): za vsaki mn. a in b ( mn. P (:a(P in b(P

Def: {a,b}={x(P: x=a ali x=b}

Družina mn. {A(}(((
Def: Dana je poljubna družina mn. D. Unija te družine mn. (D=(X(DX={x: (X: X(D in x(X}

Aksiom o uniji: Za poljubno družino množic D ( mn. U (: (x(X, (X(D ( x(U

Def: Za poljubno neprazno družino mn. D je presek te družine podan takole: (X(DX={x: (X(X(D(x(X)}

Lastnosti unije:

1) A(B=B(A - komutativnost

2) A((B(C)=(A(B)(C – asociativnost

3) A(A=A – idenpotentnost

4) A((B(A)=A=A((B(A) – zakon absorpcije

5) A((B(C)=(A(B)((A(C) in A((B(C)=(A(B)((A(C) - distributivnost

Def: Za poljubni mn. X,Y je razlika mn. podana z X-Y={x(X:x(Y}

Def: X+Y=(X-Y)((Y-X)

Vzemimo neko mn. E in se omejimo na podmnožice mn. E. E-Y=YC (komplement mn. Y)

Lastnosti operacij: (,(,()C
1) (X(Y)C = XC(YC in (X(Y)C=XC(YC
2) 0C=E, EC=0

3) (XC)C=X

4) X(Y ( YC(XC
Def: Za poljubno mn. X je potenčna mn. mn. X, P(X) podana takole: P(X)={z:z(X}

Aksiom o potenčni množici: Za poljubno mn. X obstaja mn. Px, za katero velja: Z(X ( Z(Px
Kartezični produkt dveh mn.:

Def: A(B={(a,b):a(A, b(B}

Def: (x,y)={{x},{x,y}}

Def: Dana naj bo poljubna družina mn. {A(}(((. Tedaj def. kart. produkt ((((A( := {f: f: ((((((A( ((((}

{f: f:A(B} = BA ( Gf:={z( A(B: (x(x(A ( (!y(B: f(x)=y, z=(x,y))}

Aksiom o kartezičnem produktu (( aksiomu izbire): Za poljubno indeksno družino nepraznih mn. je kart. produkt te družine neprazna mn.
Aksiom izbire: Za poljubno indeksno družino nepraznih mn. obstaja vsaj ena funkcija izbire {A(}((( takšna da A((0 za ((((, potem obstaja vsaj ena f(((((A(, taka da f(()(A( ((((
Def: Binarna relacija v mn. S je ekvivalenčna relacija v S ( ref., sim., tranz.

x(S [x](={y(S: x(y} (ekvival. razred); S/( = {[x](:x(S}

Def: Dana je mn. S(0. Porazdelitev mn. S je družina nepraznih, paroma disjunktnih podmn. mn. S, katere unija je mn. S.

Trditev: Dana je mn. S(0 z ekvival. rel. Tedaj je S/( porazdelitev mn. S.

Strukture urejenosti: <S,R(2)> (v S definiramo binarno relacijo R)

Lastnosti:  asim ( iref; stroga sovisnost ( ref., sovisnost

ref.: (x(S xRx
iref.: (x(S ((xRx)

tranz.: (x,y,z(S (xRy in yRz ( xRz)
intranz.: (x,y,z(S (xRy in yRz ( ((xRz))

sim.: (x,y(S (xRy ( yRx)
asim.: (x,y(S (xRy ( ((yRx))
antisim.: (x,y(S (xRy in yRx ( x=y)

sovisnost: (x,y(S (xRy ali yRx ali y=x)
stroga sovisnost: (x,y(S (xRy ali yRx)

R-spodnja meja {x,y} v S je s(S (: sRx in sRy (velja: sRinfR{x,y} (s, kjer je s R-sp. meja {x,y})

infR je največja R-spodnja meja mn. {x,y} v S

supR je najmanjša R-zgornja meja mn. {x,y} v S 

<S,R>

tranz. ( 


navidezna urejenost (+ref.)


delna urejenost (+antisim.) [<P(S),(>]




struktura mreže (+({x,y}(S (infR{x,y}, (sup R{x,y} v S) [<M,(>; X(Y(X(Y=X] (alg. (P(E),(,()(X(Y=inf( {X,Y}, X(Y=sup( {X,Y}))



- linearna urejenost (+delna urejenost in stroga sovisnost ( mreža)





- polna mreža (+(X(0, X(S (R-inf in (R-sup) [<R({(,-(}, (>

stroga navidezna urejenost (+iref.)


stroga delna urejenost (+asim.) [<P(S),(>]




- stroga linearna urejenost (+sovisnost) [<R,<>]




- dobra urejenost (+stroga delna ur. in ((X(M, X(0 ( R-prvi el. v X) ( stroga lin.) [<N,<>]

Alternativna def. dobre urejenosti: <M,R> struktura dobre urejenosti ( relacija R v M sovisna, irefleksivna in (X(M, X(0 ( R-min el. v X

Def: <S,R> je struktura mreže ( relacija R mn. S delno ureja in ({x,y}(S (infR{x,y}, (sup R{x,y} v S

Def: <S,R> je struktura polne mreže ( relacija R mn. S delno ureja in za (X(0, X(S (R-inf in (R-sup.

Def: R mn. S linearno ureja ( R mn. S delno ureja in je R strogo sovisna

Trditev: Vsaka lin. urejena mn. je glede na isto relacijo tudi mreža

Def: Relacija R strogo lin. ureja mn. S ( R strogo delno ureja na S in R sovisna

Def: Boolova algebra je distributivna komplementirana mreža (pomeni z ()C). Mreža podana kot alg. struktura je mn. M z dvema binarnima op. ((meet) ((join) z lastnostmi: identpotentnost, komutativnost, asociativnost, zakon absorpcije.

p(M(0 je R-prvi el. v M( (x(M (:x(p: pRx

m(M(0 je R-minimalen v M( (x(M, x(m: ((xRm)

Dejstvo: x = R-prvi el. v M, R asim. ( x R-minimalen v M

Dejstvo: x = R-min. el. v M, R sovisna. ( x R-prvi el. v M

Def: <M,R> je struktura dobre urejenosti ( relacija mn. M strogo delno ureja in za vsako 0(x(M ( R-prvi el. v X.

Def: <M,R> je struktura dobre urejenosti ( je relacija R v M sovisna, iref. in za vsako 0(X(M obstaja R-min.el. v X.

Trditev: Dobra urejenost ( stroga lin. urejenost.

Izrek (Zermelo): Za vsako mn. M obstaja relacija R v M, ki mn. M dobro ureja.

Trditev: Aksiom izbire je ekvival. Zermelovemu izreku o dobri urejenosti.

Def: Bodi M z R delno urejena. Vsaka podmn. X(M, ki jo R lin. ureja se kliče R-veriga. 

Zornova lema: M mn., ki jo R delno ureja. Če ima vsaka R-veriga v mn. M R-zg. mejo v M ( v M obstaja R-maks. el.
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