
ANALIZA III

1. Navadne diferencialne enačbe: y'=f(x,y)

(1.1) f(y)dy=g(x)dx (enačba z ločljivima spremenljivkama) 
reševanje: integriramo obe strani in izrazimo y kot funkcijo x

(1.2) y'=f(x,y) in f(tx,ty)=f(x,y) oz. y'=f(y/x) (homogena enačba)
reševanje: substitucija u=y/x ( (1.1)
rešitev: du/(f(1,u)-u)=dx/x

(1.2.2) y'=f(ax+by+c)
reševanje: substitucija u=ax+by+c ( (1.1)

(1.3) p(x)y'(x)+q(x)y(x)=r(x) (linearna enačba: y' je lin. f-ja y ( y'=a(x)y+b(x))
reševanje: rešimo p(x)y'(x)+q(x)y(x)=0 ( y(x)=Cf(x); partikularno rešitev dobimo z nastavkom y(x)=C(x)f(x) (( p(x)C'(x)f(x)=r(x))
rešitev: homogeni del: yh(x)=Ce^((-q(x)/p(x)dx); yp(x)=(y(x)/(p(x)yh(x))dx+D; y(x)=yp(x)+yh(x)

(1.4) p(x)y'(x)+q(x)y(x)=r(x)y((x), ((1 konstanta (Bernoullijeva enačba)
reševanje: enačbo delimo z y(, uvedemo z(x)=y1-((x) ( (1.3)
rešitev: 1/(1-()p(x)z'(x)+q(x)z(x)=r(x)

(1.5) y'(x)=a(x)y2(x)+b(x)y(x)+c(x) (Riccatijeva enačba)
reševanje: uganemo eno rešitev, y1, splošno rešitev poiščemo v obliki y(x)=y1(x)+z(x) ( (1.4)
rešitev: z'(x)=2[a(x)y1(x)+½b(x)]z(x)+a(x)z2(x)

(1.6) P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 (Enačba v obliki diferenciala: P=(u/(x, Q=(u/(y ( du=0)
reševanje: če je polje potencialno ((P/(y=(Q/(x), je rešitev u(x,y)=C, sicer polje prevedemo na potencialno z integrirajočim faktorjem ((x,y) (imamo kandidata, s ((P/(y=((Q/(x ga določimo, (P=...+C(y), odvajamo po y, da določimo C(y) ( u)
rešitev: če potencialno (T0T F(x)dx, sicer (T0T ((x)F(x)dx
2. Implicitno podane diferencialne enačbe 1. reda: F(x,y,y')=0

(2.1) F(x,y')=0 (v enačbi ne nastopa odvisna spremenljivka)
reševanje: zapišemo x=((t), y'=((t), kjer velja F(((t),((t))(0, rešitev dobimo iz zveze dy=y'dx=((t)('(t)dt

(2.2) F(y,y')=0 (v enačbi ne nastopa neodvisna spremenljivka)
reševanje: zapišemo y=((t), y'=((t), kjer velja F(((t),((t))(0, rešitev dobimo iz zveze dx=dy/y'=('(t)/((t)dt

(2.3) F(y')=0 (v enačbi nastopa samo odvod)
reševanje: rešitev je F((y-C)/x)=0

(2.4) x=f(y,y') ali y=f(x,y')
reševanje: namesto y' vstavimo p, rešitev dobimo iz zveze dy=pdx

(2.5) y=x((y')+((y') (Lagrangeova enačba: y je lin. f-ja x)
reševanje: namesto y' vstavimo p, iz dy=dy/dp+dy/dx=pdx dobimo lin. enačbo (1.3) za x kot f-jo p; za vsak C, za katerega velja ((C)=C, dobimo še rešitev y=Cx+((C)

(2.6) y=xy'+((y') (Clairautova enačba: Lagrangeova enačba s ((v)=v)
reševanje: splošna rešitev je y=Cx+((C); če iz te enačbe in iz enačbe 0=x+('(C) eliminiramo C, dobimo še singularno rešitev

(2.7) F(x,y,y')=0 (splošna enačba)
a) izrazimo eno od x,y,y' z drugima dvema, dobimo NDE ali (2.4)
b) zamenjava odvisne in neodvisne spremenljivke: pišemo x'=1/y' in poskušamo dobiti rešitev x=x(y)
c) parametrično reševanje: definiramo x=((u,v), y=((u,v), y'=((u,v), kjer velja F(((u,v), ((u,v), ((u,v))(0, rešitev poskušamo dobiti iz zveze dy=y'dx
d) Legendrova transformacija: naredimo zamenjave x ( u', y ( tu'-u, y' ( t; če dobimo u=u(t), je rešitev prvotne enačbe podana z x(t)=u'(t), y(t)=u'(t)t-u(t)=x(t)t-u(t)

3. Nižanje reda diferencialne enačbe: F(x,y,y',...,y(k))=0

(3.1) d/dxG(x,y,y',...,y(k))=0 (enačba je popoln odvod)
reševanje: rešujemo enačbo (k-1)-tega reda G(x,y,y',...,y(k-1))=C
opomba: enačba f(x,y,y',y'')=0 je popoln odvod ( f(x,y,y',y'')=g'(x,y,y') ( g(x,y,y')=C

(3.2) F(x,y(l),...,y(k)) (v enačbi ne nastopajo y,y',...,y(l-1))
reševanje: definiramo t=y(l) in dobimo enačbo (k-l)-tega reda, na koncu integriramo do y

(3.3) F(y,y',...,y(k))=0 (v enačbi ne nastopa neodvisna spremenljivka x)
reševanje: pišemo y'=z(y) ( y''=zz' itd., dobimo enačbo nižjega reda

(3.4) F(x,y'/y,y''/y,...,y(k)/y)=0 (enačba je homogena v y in odvodih)
reševanje: vpeljemo novo f-jo z=y'/y (( z'=y''/y-z2)

4. Razno (triki, napotki)

Pridobivanje DE iz rešitve: Če imamo podano družino rešitev y(C), dobimo DE, ki ima y(C) (tudi) za rešitev tako, da odvajamo in izrazimo C iz dveh enačb. Oz. splošno, če yi rešitve lin. DE ( splošna rešitev oblike y=a1y1+...+anyn ( DE n-tega reda, ki jo dobimo ko rešimo sistem [y1,...,yn,-y;y1',...,yn',-y';...;y1(n),...,yn(n)-y(n)][a1,...,an]T=0
Def: ogrinjača družine krivulj F(x,y,C) je krivulja, ki se dotika vseh članov družine in v vsaki točki isto tangento kot krivulja, ki se je dotika.
Ogrinjača f-je f(x,y,C)=0: s pomočjo (f/(C=0 izrazimo C, vstavimo v prvotno enačbo ( ogrinjača. Preverimo če ustreza f.
Ogrinjača f-je f(x,y,y')=0: s pomočjo (f/(y'=0. Preverimo če ustreza f.

Če je dana družina krivulj F(y,x,a)=0, ortogonalno družino krivulj dobimo tako, da poiščemo DE, nadomestimo y' z -1/y' in rešimo.

Triki za reševanje: 
- lahko poskusimo namesto y(x), x(y)
- pridobitev homogene DE enačbe: če y'=f(x,y) zelo podobna homogeni (konstante odveč) u=x+a, v=y+b ((dv/du=dy/dx=y').
- za inverzni f-ji velja: x'=1/y'
- izračunano na vajah: v'=v ( v=Cex; z=y-1 ( y=-z'/z2
5. Eksistenčni izrek

Def: Singularna točka: Točka skozi katero gre več rešitev. Singularne točke sestavljajo diskriminantno množico. Ta je ponavadi krivulja. Singularna rešitev je podmn. diskr. rešitve (ki je rešitev). ( sing. tč. velja F(x,y,y')=0, Fy'(x,y,y')=0. Če sing. rešitev obstaja jo najdemo iz F=0, Fy'=0 (če F lepa). (protiprimer y'=y2/3, kjer ( sing. rešitev vendar je s postopkom ne najdemo)

Izrek (Peano): y'=f(x,y); y(x0)=y0; f zv. na [x0-a,x0+a]([y0-b,y0+b] ( ( vsaj ena rešitev na nekem intervalu ([x0-c,x0+c], c=min{a,b/max|f|}

Lipschitzov pogoj: (N: |f(x,y)-f(x,()|(N|y-(| (x([x0-a,x0+a]([y0-b,y0+b]

Eksistenčni izrek: y'=f(x,y); y(x0)=y0; f zv. na [x0-a,x0+a]([y0-b,y0+b]; f zadošča Lipscitzovemu pogoju ( (! rešitev na nekem intervalu ([x0-c,x0+c], c=min{a,b/max|f|,(/N} 0<(<1)

Trditev: f zv. odvedljiva na y ( Lipschitzova na ( kompaktni množici

Trditev: y'=f(x,y); y(x0)=y0; f zv.; f Lipscitzova na ( kompaktni mn., y1, y2 dve dani rešitvi na nekem intervalu ( y1=y2
6. Sistemi enačb

(6.1) Fi(x,y,y')=0 (nelinearni sistem enačb)
reševanje: poskusimo najti 1. integral oz. najti totalni odvod.

(6.2) x'(t)=A(t)x(t), A(t)(Rn (homogen lin. sistem enačb)
Reševanje: če imamo x'=ax+by, y'=cx+dy ( izrazimo x in y, odvajamo recimo x in vstavimo v drugo enačbo. Iz začetnih pogojev določimo konstante. Prostor rešitev je n dimenzionalen (X). Posamezna rešitev x=Xc (c konstanta). Rešitve tvorijo vekt. podpr.
Fundamentalna rešitev: ((t,t0). Velja: ((t0,t0)=I; ('=A(; če X'=AX(((t,t0)=X(t)X-1(t0) oz. X(t)=((t,t0)X(t0); ( je ortogonalna

(6.3) x'=Ax+f, A(t)(Rn (lin. sistem enačb)
Reševanje: rešimo x'=Ax, uporabimo variacijo konstante ( xc'=f

(6.3) x'=Ax, A(Rn matrika(lin. sistem enačb s konstantnimi koef.)
Definiramo: eB:=(i=1..(Bi/i! <(. eA(t-t0)=((t,t0) (matrična funkcija). Če J=diag(()+naddiag(1), J=(I+N, kjer N nilpotent. X rešitev, Q matrika s konst. koef. ( XQ je rešitev. Če A=PJP-1 (Jordan) ( X(t)=PeJt tudi rešitev.

7. Diferencialne enačbe 2. reda y''+py'+qy=r

determinanta Wronsky:  w=|y1,y2;y1',y2'|=y1y2'-y1'y2(0 (x ( y1, y2 neodv. Velja: 
a) y1, y2 lin. neodv. rešitvi ( w'+pw=0
b) y1 nima večkratnih ničel
c) ničle y1 nimajo stekališča
d) y1, y2 nimata skupnih ničel
e) ničle y1 in y2 se prepletajo (med dvema ničlama y1 je natanko ena ničla y2 in obratno)
f) y2=xy1(q=p2/4+p'/2 (q,p iz DE)

(7.1) y''+py'+qy=0 (homogena lin. DE 2 reda) 
Reševanje: prvo rešitev uganemo; drugo dobimo z Wronsky-em

(7.2) ay''+by'+cy=0  (homogena lin. DE 2 reda s konst. koef.)
Reševanje: uporabimo nastavek y=e(x. Dobimo karakteristični polinom, tako da zamenjamo y(i) z (i. ( ničle (1, (2. 
y=Ae(1x+Be(2x če enkratne ničle oz. y=Ae(1x+Bxe(1x če dvojna ničla.

(7.3) ay''+by'+cy=f(x)  (lin. DE 2 reda s konst. koef.)
Reševanje: uporabimo metodo variacije konstante in dobimo sistem y=Ay1+B(x)y2 oz. [y1,y2;y1', y2'][A',B']T=[0,f]
Greenova f-ja: G(x,() Velja: Gxx+G=0, G((,()=0, G'((,()=1, G(x, ()=A(()y1+B(()y2
(7.3) ay''+by'+cy=f(x)e(x (lin. DE 2 reda s konst. koef.)
Reševanje: partikularna rešitev je oblike s(x)xke(x, kjer deg(s)=deg(f) in k kratnost ničle ( karakt. polinoma (oz. 0 če ni ( ničla). Tukaj lahko rešujemo tudi kompleksne enačbe. Prav tako lahko razbijemo eno enačbo na več enačb in potem je rešitev združitev rešitev. 

(7.4) x2y''+axy'+by=0 (Euler-Cauchyeva enačba)
Reševanje: z nastavkom x=et ali x( in dobimo:
če (1, (2 ničli karakt. polinoma ( y=Ax(1+Bx(2 če enkratne ničle oz. y=Ax(1+Blog(x)x(1 če dvojna ničla.

(7.5) x2y''+axy'+by=p(logx)x( 
Reševanje: a) partikularna rešitev oblike q(logx)x(logkx, kjer deg(q)=deg(p) in k kratnost ničle ( karakt. polinoma (oz. 0 če ni ničla). 
b) substitucija x=et
8. Variacijski račun

(8.0) Osnove: U vekt. pr. nad R
Odvedljivost: (: S(V, Sodp(U. Šibki odvod: u(S, h(U ( limt(0(((u+th)-((u))/t=Ah. Krepki odvod: lim||h||(0||((u+th)-((u)-Ah||/||h||=0
Velja: odvod krepki ( odvod šibki. Če rečemo odvod mislimo krepki odvod
Izrek: P:S(T, Q: T(W, Sodp(U, Todp(V, U,V,W Ban. pr. Če sta P, Q odvedljiva in P',Q' njuna odvoda, je tudi QP odvedljiv in je njegov odvod (QP)'(u)=Q'(P(u))P'(u)
Izrek: Naj bo (:S(R, Sodp(U funkcional (lahko tudi nelin.), ( odvedljiv. Velja: če ( ima v u(S lok. ekstrem. ( ('(u)h=0 (h(U
Def: (P(u):=P'(u)h; (u:=h (variacija u) (u(U

Naj bo ((y)=(abL(x,y,y')dx ( ((=(ab(Ly(y+Ly'(y')dx=0

Če je (((y)=0 ( y lokalni ekstrem oz. y je ekstremala
(8.1) Ekstremala ((y)=(abL(x,y,y')dx
Reševanje: velja Euler-Lagrangeovi enačba Ly-d/dxLy'=0
Robni pogoji: če y(a) ali y(b) ni podan velja Ly'(a)=0 ali Ly'(b)=0.

(8.2) Ekstremala ((y)=(abL(x,y')dx
Reševanje: Ly'=konst.

(8.3) Ekstremala ((y)=(abL(y,y')dx
Reševanje: L-y'Ly'=konst.

(8.4) Posplošitev: ((y,z)=(abL(x,y,z,y',z')dx
Reševanje: Ly-d/dxLy'=0 in Lz-d/dxLz'=0; Če ((y)= (abL(x,y,y'',...)dx velja: Ly-(Ly')'+(Ly'')''-(Ly''')'''...=0

(8.5) Kanonski sistem L(x,y,y'): 
Reševanje: 
a) Izračunaš p=Ly' (moment) 
b) Izraziš y'=y'(x,p,y)
c) Napišeš Hamiltonovo f-jo H=Py'-L
d) Rešiš sistem y'=Hp, p'=-Hy
(8.6) Vrtenine: x=(cos(, y=(sin(, z=f(() ( d(/d(=1/((((1+f'2)/(c2(2-1))

(8.7) Ekstremala ((y)=(ax1L(y,y')dx (prosta krajišča) (x1 poljuben y(x1)=((x1), a fiksen y(a)=A)
Reševanje: Ly-d/dxLy'=0 (E-L) in (Ly'(('-y')+L)(x1)=0 (robni pogoj)

(8.8) Ekstremala ((y)=(abK(x,y,y')dx, y(a)=A, y(b)=B, (abM(x,y)=C (nelinearni pogoj)
Reševanje: za L vzememo L=K-(M, rešimo kot običajno

9. Diferencialne enačbe v C: y''+py'+qy=0

- p,q holo. kompl. f-ji. 

(9.1) Reševanje v okolici tč. z0:

z0 regularna tč. (lahko zapišemo p=(i=0..(pi(z-z0)i, q=(i=0..(qi(z-z0)i;
rešitev: (i=0..(ci(z-z0)i
reševanje: izberemo si c0 (in c1), druga rešitev Wronsky ali drugi c0, c1 

z0 pravilna singularnost (p ima v z0 pol kvečjemu 1. stopnje, q pa v z0 pol stopnje (2)
rešitev: (i=0..(ci(z-z0)i+( ((C
reševanje:
1. rešitev:

p0=limz(z0p(z)(z-z0); q0=limz(z0q(z)(z-z0)2; 

karakt. enačba je (2-(1-p0)(+q0=0

najprej pogledam pri največjem ( (izberemo c0 (in c1))
2. rešitev:

(1-(2(Z ( z enakim postopkom

(1-(2(Z ( 


a) Wronsky, če je prva rešitev elementarna


b) nastavek y=y1logz+(n=0..(dnzn+(2 (y1 prva rešitev)


c) samo če (1((2 na enak način kot prvo rešitev (lahko dobimo isto rešitev)

z0 bistvena singularnost (vse ostalo)
rešitev: (i=-(..(ci(z-z0)i+( ((C
reševanje: kot zgoraj pri pravilni singularnosti?

(9.2) Reševanje v okolici tč. (:

z=( je regularna tč. ( y anal. v ( ( 2z-z2p, z4q anal. pri z=( 
p0=limz((p(z)z; q0=limz((q(z)z2; karakt. enačba (2+(1-p0)(+q0=0
z=( je pravilna singularnost ( zp(z) in z2q anal. pri z=(
p0=limz((p(z)z; q0=limz((q(z)z2; karakt. enačba (2+(1-p0)(+q0=0

Izrek: Mobiusova transformacija: z((az+b)/(cd+d), ad-bc(0. Pri Mobiusovi transformaciji se ohranjajo tip regularnosti in karakt. eksponenti.

Reševanje podobnih sistemov (lahko prevedemo na znano obliko s Mobiusom):
a) transformacija na standardno obliko
b) vemo kaj dobimo, karakt. eksoponenta se ohranjata

(9.3) DE s pravilno sing. v ( (ostale tč. regularne)
rešitev: y=Az+B (iz y''=0)

(9.4) DE s prav. sing. v ( in prav. sing. v 0 (ostale tč. regularne)
rešitev: Euler Cauchyeva enačba z2y''+azy'+by=0

(9.5) DE s prav. sing. v 0, 1, (: z(1-z)y''+(c-(1+a+b)z)y'-aby=0  (Hipergeometrična enačba)
rešitev: y=F(a,b,c;z)=(k=0..((a)k(b)k/((c)kk!)zk
Pochammerjev simbol (a)k:=a(a+1)...(a+n-1) //Velja: (a)0=1
Velja: 
d/dz(zaF(a,b,c;z))=aza-1F(a+1,b,c;z)
d/dz(zc-1F(a,b,c;z))=(c-1)zc-2F(a,b,c-1;z)
log(1-z)=-zF(1,1,z,-z)
zF(1/2, 1, 3/2; -z2)=arctg(z)
cos(n arcsin(z))=F(n/2, -n/2, ½, z2)

Integralska reprezentacija: F(a,b,c,z)=1/((a,c-a)(01ta-1(1-t)c-a-1(1-tz)-bdt, Re(c)>Re(a)>0, |arg(1-z)|<(
(9.6) Izrojena konfluentna enačba (DE s prav. sing. v 0 in bistveno sing. v (): zy''+(c-z)y'-ay=0
rešitev: F(a,c,z)=(n=0..((a)n/((c)nn!)zn
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Splošne stvari:

0!=1

(a)k:=a(a+1)...(a+n-1) //Velja: (a)0=1

Gama funkcija: ((x):= 0((tx-1e-tdt

((x+1)=((x)x  ((½)=((
((x+1)=x((x) (x>0)
[((n)=(n-1)! za n(N]

p((0,1): ((p) ((1-p)=(/sin((p)
Beta funkcija: ((x,y)= 0(1tx-1(1-t)y-1dt (x>0, y>0)

((x,y)=((x)((y)/((x+y)

Razvoji v vrsto:

ex=1+x+x2/2!+x3/3!+... (x(R

sinx=x-x3/3!+x5/5!-x7/7!+... (x(R

cosx=1-x2/2!+x4/4!-x6/6!+... (x(R

log(1+x)=x-x2/2+x3/3-x4/4+... (x((-1,1)

log(1-x)=-(1+x/2+x2/3+...)

arctgx = x-x3/3+x5/5-x7/7+...

e(x=cosx ( isinx

ein(=e-in(=(-1)n

holomorfne funkcije: ista vrednost, isti odvod v eni točki ( funkciji isti

razvoj v Laurentovo vrsto: ck=1/(2(i)(f(z)z-k-1dz???

(k ak (mbm=(k,makbn-k (n=k+m)

(0(sin(ax)/xdx={(/2 (a>0), 0 (a=0), -(/2 (a<0)}

(produkt, odvod... el. funkcij je el. f-ja)

1. Krogelne funkcije

t, z sta parametra, y, u funkciji (t,z kompleksni spremenljivki)

Laplace-ova enačba

u: R3(R3
(u:=(2u/dx2+(2u/dy2+(2u/dz2

x=rsin(cos(
y=rsin(sin(
z=rcos(, (([0,(], r(0, (((-(,(]

rešitev enačbe (u=0 je: 
u(r,(,():=R(r)T(()F(()   -l(m(l; l(N0; 0(k(n

R(r):=Arl+Br-l-1
F(():=Ccos(m()+Dsin(m()

T(():=Pl(m)(cos()  - prirejena Legendrova funkcija

Pnk(z):=(1-z2)k/2(-1)kdk/dzkPn(z)

Pn(z):=F(-n, n+1, 1, (1-z)/2)=Pn0(z)

Izračunani: P00(z)=1; P10(z)=z; P11(z)=-(1-z2)1/2; P20(z)=3/2z2-1/2; P21(z)=-3z(1-z2)1/2; P22(z)=3(1-z2)

Besselova enačba:

z2y''+zy'+(z2-(2)y=0 ((C

rešitev: ((Z: y=AJ(+BJ(;   ((Z: y=AJ(+BN(
J((z):=(k=0..((-1)k/(k!(((+k+1))(z/2)(+2k (J( Besselova funkcija)

Izračunano: J((0)=0, ((N; J0(0)=1; J((-x)=(-1)(J((x); 
za ((Z: J-((z)=(-1)(J((z);

"Besselove" enakosti:

1) d/dz(z(J((z))=z(J(-1(z)

2) d/dz(z-(J((z))=-z-(J(+1(z)

3) d/dz J((z)+(/zJ((z)=J(-1(z) ( d/dz J((z)=J(-1(z)-(/zJ((z)

4) d/dz J((z)-(/zJ((z)=-J(+1(z) ( d/dz J((z)=-J(+1(z)+(/zJ((z)

5) J(-1(z)+J(+1(z)=2(/zJ((z) ( J((z)=(J(-1(z)+J(+1(z))z/(2()

6) J(-1(z)-J(+1(z)=2d/dz J((z) ( d/dz J((z)=1/2(J(-1(z)-J(+1(z))

Za dif. enačbo: y((t2+y(t+(2t22-(22)y=0 rešitev: AJ((t)+N((t)

Posplošena esselova enačba: t2u((+(2(+1)tu(+((2+2t2(2-(22)u=0 rešitev: u=t-((AJ((t)+N((t))

n(Z: Jn(z)=1/(2(i)(ez/2(t-1/t)t-n-1dt;

(Jn(z)=1; (n(ZnJn(z)=z; Jn(x+y)=(k(ZJk(z)Jn-k(y); Jn2(x)=1

Integralska reprezentacija: 
Jn(z)=1/(2()(02(cos(zsin(-n()d(=1/(2()(02(ezisin(-ni(d(=1/(2()(-((...

Velja: (n(ZJn(z)tn=ez/2(t-1/t)
Jn+1/2 je elem. f-ja

Fourierove vrste:

Imamo kompleten ortogonalni sistem ( x=(n=0..(cnen, cn=<x,en>/||en||2, Parsevalova enakost: ||f||2=(n(N|<f,en>|2/||en||2.

Za L2(-(,(): <f,g>=(-((f(t)g(t)dt

Razvoj f-je x po {einx, n(Z}: ||einx||=2(; n=0: cn=0, sicer cn= (-1)ni/n, Parsevalova enakost: (n(N1/n2=(2/6

Razvoj f-je eipx p(R\Z po {einx, n(Z}: cn= (-1)nsin(p()/(((p-n)), Parsevalova enakost: (n(N1/(p-n)2=(2/sin2(p()

Razvoj f-je x2 po {einx, n(Z}: c0=(2/4 cn= 2/n2(-1)n

||f||2=(|cn|2||en||2
(x(J((x)dx lahko izračunamo z Besselom ( (-( liho število

Fourier Besselov sistem:
L2([0,a],h) - prostor z utežjo (h utež, h(0 s.p.). 
<f,g>=(0af(x)g(x)hdt. 
Kompletni sistem: {J((x((,n/a):n(N, ((R, ((,n - n-ta poz. ničla f-je J(}

z(,1(k1r)=y(r); z(,2(k2r)=u(r) ( (yurdr=r(uy'-u'y)/(k22-k12)+c (k1(k2)

||J((((,nx)||2=a2/2J(+12(((,n)

Razvoj f-je x( po F-B sistemu: cn= 2a(/(((,nJ(+1(((,n))

Regularen simetričen operator:
Au=pu''+qu'+ru (lin. op. na 2 krat zv. odvedljivih f-ijah) L2(a,b)

A simetričen ( <Au,v>=<u,Av>

Izrek: A je simetričen ( p'=q in (u,v(DA velja: p(u'v-uv')|ab=0

Če p(a)=p(b), DA(u(C2: u(a)=u(b), u'(a)=u'(b)} ( simetričen

Če (u(c)+(u(c)=0, (2+(2>0, c eno od krajišč (če L2(a,b): c=a ali c=b)

Če A simetričen ( An=-pu''-p'u'+ru=-(pu')'+ru

A je regularen ( [a,b] končen, p>0 na [a,b]

Izrek: A regularen sim. op. ( A ima realne l. vred., ki jih je števno mnogo in lastne funkcije tvorijo kompleten ortog. sistem.

Pr: Ay=-y'' DA={u(C2[-(,(]; u(-()=u(();u'(-()=u'(()} ( A simetričen, poz., l.v so {k2:k(Z}, l.f.: {cos(kx), sin(kx) k(Z}

Sturm-Liouvillov op.: Au=-((u')'-(u'+ru; [a,b] končen, komp, (>0 ( če (=0 sim., sicer ni simetričen in zato dodamo utež. L2([a,b];(), ki mora ustrezati ('/(=(/( ( l.f-je tvorijo kompleten sistem v pr. z utežjo.

Ortogonalni polinomi:
L2([a,b],(); (abxn((x)dx<(
Ortogonalni polinomi so družine {pn:n(N (: <pi,pj>=0 za i(j}. Pn(0)={0:n=2k+1;(-½k):n=2k}, Pn(1)=1, Pn(-x)=(-1)nPn(x)

Izrek: f(L1([-1,1]), f bi radi aproksimirali s polinomom stopnje n (radi bi da ima f-ja (-11(f-p)2dx min). 
F-ja (-11(f-p)2dx doseže minimum ( p je Fourierov razvoj do n-tega člena. Torej p=(k=0..n<f,Pk>/||Pk||2Pk.

Hk(x+y)=(k=0..n(nk)(2y)kHn-k(x)
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